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Introduction 



L'electrotechnique est la discipline qui etudie les questions relatives a 
l'energie electrique. Issue de travaux principalement developpes au XlXeme 
siecle, elle constitue aujourd'hui encore un bagage de base necessaire pour 
des etudes superieures et des activites professionnelles dans de nombreux 
secteurs. En effet, l'energie electrique est de plus en plus en plus presente 
dans les systemes toujours plus sophistiques et plus nombreux qui facilitent 
nos activites quotidiennent. 

Ce cours d'electrotechnique se propose de vous faire decouvrir et ap- 
profondir les connaissances relatives a l'etude des problemes la puissance 
electrique. A travers cet enseignement, il s'agira egalement d'approfondir par 
leur usage les connaissances de mathematique utiles en electricite (integrates, 
nombres complexes, equations differentielles). II s'agira egalement de developper 
l'esprit de raisonnent physique en montrant des demarches deductives per- 
mettant de passer de connaissances theoriques a des modeles utilisables en 
pratique. L'aspect experimental est egalement present avec des activites de 
travaux pratiques. 

Ce document n'a pas la pretention de se suffire a lui-meme. II consitue 
plutot des notes qui vous serviront a preparer, travailler et approfondir le 
cours. II vous appartient de vous approprier ce document, de le travailler 
autant qu'il faut pour arriver a une comprehension satisfaisante. Des exercices 
sont inclus ; entrainez vous a les faire et a les refaire. N'hesiter pas a utiliser 
egalement d'autres ouvrages et ressources bibliographiques que vous jugerez 
utiles. Des references non exhaustives sont donnees en annexe a cet effet. 

Cet enseignement compte pour 3 ECTS, ce qui correspond a 90 heures de 
travail personnel toutes activites confondues. Si on retranche les 26 heures 
d'activites presentielles, on observe qu'il reste 64 heures de travail personnel 
a faire pour un etudiant de niveau moyen. Si un etudiant brillant peut se 
satisfaire de moins, un etudiant rencontrant des difficultes ne doit pas hesiter 
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a travailler d'avantage. La progression prevue suppose que les seances soient 
preparees. Entre chaque seance, vous devrez revoir et approfondir les parties 
qui auront ete vues precedemment. Vous devrez egalement preparer la seance 
suivante en travaillant le cours et faisant les exercices afln que les seances de 
TD soient consacrees principalement a repondre aux questions et a lever les 
difficulties rencontrees. A titre indicatif, les 64 heures de travail personnel 
peuvent-etre reparties somme suit : pour chaque seance de TD, 3 heures de 
preparation avant la seance et 3 heures d'approfondissement ensuite, soit 6 
heures de travail personnel entre 2 seances. Pour les TP, 7 heures peuvent- 
etre consacrees pour chacune des 3 seances, dont 4 heures de preparation et 
3 heures pour la redaction du compte-rendu. 

L 'evaluation de l'enseignement se fera par deux examens de controle 
continu d'une heures au cours des differentes seances et par revaluation des 
compte-rendus des seances de TP. L'ecrit comptera pour 2/3 de la note et 
les TP pour 1/3. 



Chapitre 1 

Les grandeurs electriques 



Lorsqu'on parle de signal, on fait reference aux variations d'une grandeur 
en fonction du temps t (unite la seconde, notee s). Les signaux electriques sont 
la tension, notee u(t) ou v(t) (unite le Volt, note V) et le courant note i{t) ou 
j(t) (unite l'Ampere, note A). On travaille egalement sur la puissance pit) = 
u(t).i(t) (unite le Watt, note W = V.A). Ann de presenter des definitions 
pour tout type de signal, on utilisera le signal x(t) qui prendra la place de 
n'importe quel signal electrique. 

La puissance p(t) est la derivee de l'energie electrique W e (t) (en Joule, 
note J = W.s) regue par le dipole : 

Propriete 1 (Conservation de l'energie) L'energie absorbee par un sys- 
teme est egale a la somme de l'energie qu'il a dissipee et de l'energie qu'il a 
emmagasinee. 

La pluspart du temps, on travaillera sur des signaux periodiques de periode 

T. 

Definition 1 (Signal periodique) Un signal x(t) est periodique de periode 
T si x(t + T) = x(t) pour tout t. Sa frequence est alors f — ^ (en Hertz, 
note Hz). 

Propriete 2 (Calcul de l'integrale) L'integrale d'un signal periodique de 
periode T sur un intervalle de largeur egale a T est identique quelque soit 
I'intervalle choisi. On note f T x(t)dt cette integrale. 
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Pour un signal x(t) periodique de periode T, on definit la valeur moyenne 
et la valeur efficace. 

Definition 2 (Valeur moyenne) La valeur moyenne de x(t) est le signal 
constant qui a la meme integrale sur une periode. On notera < x > cette 
quantite. 

Propriete 3 (Calcul de la valeur moyenne) 



Definition 3 (Valeur efficace) La valeur efficace de x(t) est le signal cons- 
tant dont le carre a la meme valeur moyenne que x 2 (t). On notera X e ff cette 
quantite. 

Propriete 4 (Calcul de la valeur efficace) 



Remarque 1 (Valeur RMS = valeur efficace) La valeur efficace est la 
racine carree de la moyenne du carre du signal, ce qui se dit en anglais root 
mean square et donne les initiales RMS couramment utilisees. 

Propriete 5 (Valeur efficace nulle) Un signal qui a une valeur efficace 
nulle est nul a tout instant. 

Definition 4 (Regime continu) Le regime continu est caracterise par des 
valeurs moyennes non-nulles. Dans ce cas, c'est aux valeurs moyennes des 
signaux que Von s'interesse. 

Definition 5 (Regime alternatif) Le regime alternatif est caracterise par 
des valeurs moyennes nulles. Dans ce cas, c'est aux valeurs efficaces que Von 
s'interesse. 

Definition 6 (Puissance moyenne) On appelle puissance moyenne ou puis- 
sance active la valeur moyenne de la puissance : 





Xeff = V< W) > 




P =< p{t) > . 
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Definition 7 (Puissance apparente) La puissance apparente S (unite VA) 
est definie comme le produit des valeurs efficaces de la tension et du courant : 

S = U eff .I eff (1.5) 

La puissance apparente est superieure ou egale a la puissance moyenne. 
Le facteur de puissance F p caracterise le rapport entre ces deux grandeurs : 

F P = | (1.6) 

Avec les conventions adequates, F p est positif et on a < F p < 1. Un facteur 
de puissance proche de 1 (0,9 par exemple) correspond a une bonne utilisation 
de l'electricite alors qu'un facteur de puissance nul ou tres faible correspond 
a de la tension et du courant avec pas ou peu d'echange d'energie. 

Remarque 2 On ne s'interesse jamais a la valeur efficace de la puissance. 
En effet, seule la puissance moyenne a un sens physique. D'ailleurs, pour 
connaitre Venergie transferee sur un intervale de temps par une ligne, il suffit 
de multiplier la puissance moyenne par la duree de Vintervalle. 

Propriete 6 (La valeur moyennne est un operateur lineaire) Cela si- 
gnifie que la valeur moyenne de la somme de deux signaux est la somme de 
leurs valeurs moyennes et que la valeur moyenne d'un signal multiplite par 
une constante s'obtient en multipliant la valeur moyenne du signal par cette 
meme valeur. 

<x(t)+y(t)> = < x(t) > + < y(t) > (1.7) 
< X.x(t) > = A < x(t) > (1.8) 

Propriete 7 (La valeur efficace n'est pas un operateur lineaire) Pour 
la valeur efficace, seule la seconde propriete est valable. Si y(t) = \.x(t), alors 
Y eff = X.X eff . 

Exercice 1 (Valeur moyenne et linearite) Demontrez la Propriete 6. 

Exercice 2 (Valeur efficace et linearite) Demontrez la Propriete 7. Trou- 
vez un contre- exemple simple prouvant que la valeur efficace de la somme de 
deux signaux n'est pas, generalement, la somme des valeurs efficaces des si- 
gnaux. 
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Exercice 3 (Valeur moyenne et efficace d'un creneau) On considere le 
signal x(t) periodique de periode T egal a E sur [0 ; aT[ et a —E sur [aT ; 
T[ avec < a < 1. Determinez la valeur moyenne et la valeur efficace de ce 
signal. 

Exercice 4 (Valeur moyenne d'une sinuso'ide redressee) On considere 
le signal x(t) periodique de periode T/2 egal a Xcos(cj.t) sur [-T/A; T/4/. 
Determi-nez sa valeur moyenne. 

Exercice 5 (Valeur efficace d'une sinuso'ide) Determinez la valeur effi- 
cace de x{t) = X cos(cj.t). 

Exercice 6 (Puissance en sinusoidal) Un dipole a a ses homes la ten- 
sion u(t) = U cos(cj.t) et est parcouru par le courant i(t) = Ism(uj.t — 0). 
Determinez sa puissance moyenne. 



Chapitre 2 

Les dipoles electriques 



2.1 Conventions 

En convention recepteur, la puissance calculee est la puissance fournie 
par le circuit et absorbee par le dipole. Elle est globalement positive pour 
une charge et negative pour un generateur. En convention generateur, la 
puissance calculee est la puissance fournie par le dipole au circuit. Elle 
est globalement positive pour un generateur et negative pour une charge. 
Les conventions peuvent etre choisies arbitrairement. Les lois de comporte- 
ment des dipoles changent de signe suivant la convention choisie ; il est done 
preferable de choisir la convention appropriee (recepteur pour une charge et 
generateur pour une source). 

2.2 Resistance 

Certains dipoles electriques ont la propriete d'avoir un signal de courant 
proportionnel au signal de tension a tout instant. On appelle resistance (note 
R, d'unite l'Ohm Q=V/A) le coefficient de proportionnalite tel que u(t) = 
Ri(t) pour tout t. Notons qu'il s'agit d'une propriete mathematique qui, pour 
un systeme physique, ne correspondra qu'a une approximation de la realite, 
valable dans un certain domaine. Les dipoles couramment modelises par une 
resistance sont les rheostats (chauffage) et les lampes (du moins les ampoules 
a filament). En convention recepteur, la resistance est positive. 

De maniere evidente, on montre que la loi de proportionnalite reste valable 
pour les valeurs moyennes et efficaces (< u >= R. < i > et U e ff = R.I e ff, 
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CHAPITRE 2. LES DIPOLES ELECTRIQUES 



cf. exercice 7). 

La puissance s'ecrit pit) = u(t).i(t) = R.i 2 (t) = j^u 2 (t). La puissance 

moyenne s'ecrit P = R. < i 2 {t) >= R-Ieff ou p = h < >= Ji U e.ff- 

On comprend maintenant la notion de "valeur efficace" : il s'agit de la valeur 
du courant (ou de la tension) qui, s'il traversait une resistance, produirait le 
meme echauffement. 

Un cable cylindrique de section uniforme S (en m 2 ) et de longueur / 
(en m), compose d'un materiau de conductivite a (en f^m^ 1 ) a comme 
resistance : 

R=±. (2.1) 

On utilise egalement la resistivite p — 1/a (en fhn). Les materiaux les plus 
conducteurs sont le cuivre et raluminium ; leur conductivite est de l'ordre de 
10 8 Q _1 m _1 . 

Exercice 7 Montrez que < u >= R. < i > et que U e ff = R-hff pour des 
signaux periodiques quelconques. 



2.3 Inductance 

Certains dipoles electriques ont la propriete d'avoir une tension propor- 
tionnelle a la derivee du courant. On appelle inductance (notee L, d'unite 
le Henry, H=Vs/A) ce coefficient de proportionnalite tel que u(t) = L^&. 
Les bobinages electriques sont modelises en premiere approximation par une 
telle inductance 1 . En convention recepteur, l'inductance est positive. 

La puissance instantanee s'ecrit p(t) = u(t).i(t) = L^^-i(t). La quantite 
d'energie transferee entre les instants to et t est : 



p(r).dr 



to 



L — r— i(t)(xt 



dt 



-LiHt) 



T=t 



T=to 

\Li 2 (t) - l -Lr 2 {t ) 



(2.2) 

(2.3) 
(2.4) 



1 Ce modele n'est pas valablc en basse frequence et en regime continu ou l'effet de la 
resistance du circuit est preponderant. 
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En considerant qu'a to le courant est nul (i(to) = 0) et que cela correspond 
a un niveau d'energie nul, on observe que l'energie transmise est Wl{^) = 
^Li 2 (t). Cette energie n'est pas dissipee comme c'etait le cas pour la resistance ; 
elle est stockee et peut etre liberee par une diminution de i(t). Remarquons 
que le courant dans une inductance ne peut etre discontinu (cela correspon- 
drait a une tension infinie) ; place dans un circuit, une inductance a done 
tendance a lisser le courant la traversant. En regime continu constant, l'in- 
ductance se comporte comme un court- circuit. 

2.4 Capacite 

La capacite est l'element dual de l'inductance : il suffit d'echanger les 
roles de la tension et du courant. Ainsi, la capacite C correspond a une 
proportionnalite entre le courant et la derivee de la tension : i(t) = C^p- 
( unite : le Farad note F=As/V). Les condensateurs sont des dipoles dont le 
modele classique est un condensateur. Tout comme l'inductance, la capacite 
stocke de l'energie : Wc(t) = \Cu 2 (t). La tension ne peut etre discontinue 
aux bornes d'une capacite a moins d'un courant infini ; placee aux bornes 
d'un circuit, la capacite a done tendance a diminuer les variations de tension 
a ses bornes. En convention recepteur, la capacite est positive. En regime 
continu constant, la capacite se comporte comme un circuit ouvert. 

2.5 Sources 

On distingue des sources de tension et de courant. Une source de tension 
a la propriete d'imposer la valeur de la tension a ses bornes quelque soit le 
courant qui la parcourt ; une telle source ne peut etre mise en court-circuit 
sous risque de destruction. Une source de courant a la propriete d'imposer 
la valeur du courant la traversant, du moins tant que son circuit n'est pas 
ouvert. Les sources peuvent etre continues (constante ou non), alternatives 
(sinusoidales ou non). 

Exercice 8 Un condensateur de capacite C est traverse par un courant periodique 
de periode T et de rapport cyclique a = 0, 75 egal a I sur [0 ; aT] et egal a —I 
sur [aT ; T]. Le condensateur a une tension nulle at — 0. Determinez V allure 
de la tension aux bornes du condensateur. Valeurs numeriques : I = 10 A, 
C = 1 mF et T = 10 us. 



CHAPITRE 2. LES DIPOLES ELECTRIQUES 



Chapitre 3 

Regime transitoire (equations 
differentielles) 



3.1 Equation differentielle du premier ordre 

3.1.1 Equation sans second membre 

Considerons 1 'equation differentielle suivante 1 : 

y(t) + ay{t) = (3-1) 

avec la condition initiate y(to) = yo ou a est un reel constant et y(t) est le 
signal inconnu. Cette equation peut se reecrire : 

i = - 

En integrant cette expression entre t et t, on obtient : 

f 1 y^fldr = \n(y(t)) - Hy(t )) = -a(t - t ) (3.3) 

Jr=t y{v 

En appliquant aux deux membres la fonction exponentielle 2 , on obtient : 

y(t) = y(0) exp(-a(t - * )) (3.4) 



iOn note y(t) = 

2 On rappellc que ln(a) — ln(6) = ln(a/6), que exp(a — b) = exp(a)/ exp(6) et que 
cxp(ln(x)) = x. 
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La solution est une fonction exponentielle passant par y(to) a to, convergeant 
vers si a est positif et divergeant vers Tinfini si a est negatif. 

Exercice 9 (Allure d'une exponentielle) On considere la fonction x(t) = 
Aexp(— at) avec a > 0. Determinez Vequation de la droite tangente a la fonc- 
tion en t = ; tracez cette droite dans le plan (t,x). Determinez et placez les 
points x(t) et x(3r) ou r = 1/a. Deduisez en un trace relativement precis 
de la fonction x(t). 

Exercice 10 (Decharge d'un condensateur) On considere une capacite 
C , chargee a la tension E, en serie avec une resistance R. A t = 0, on court- 
circuite le dipole. Determinez Vequation differentielle liant le courant et la 
tension. Determinez les expressions du courant et de la tension ; representez 
leurs formes d'onde. 

Exercice 11 (Ouverture d'un inductance) Une inductance L est court- 
circuitee par un transistor dont on neglige la chutte de tension. A t — 0, 
on ouvre le transistor, obligeant ainsi le courant parcourant Vinductance a se 
deverser dans une resistance R. Determinez Vequation differentielle liant le 
courant et la tension. La valeur initiale du courant etant I , determinez son 
expression en fonction du temps ; representez son allure. 

3.1.2 Equation avec second membre 

Considerons maintenant l'equation differentielle suivante : 



avec la condition initiale y(to) = yo ou a et b sont des reels constants, u(t) 
est un signal connu et y(t) est le signal inconnu. 

Supposons qu'une solution particuliere y p (t) de l'equation est connue, 
verifiant done : 



second membre dont la solution s'ecrit S y (t) = A exp(— a(t — to)) ou A est une 
constante a determiner. La solution generate s'ecrit alors : 



y(t) + ay(t) = bu(t) 



(3.5) 





(3.8) 



3.1. EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE 
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La condition initiate permet d'ecrire : y(to) = y P (to) + Aexp(O) = yo, ce qui 
donne A = yo — y P (to) d'ou la solution complete : 

y(t) = %»(*) + (Vo - Vpito)) exp(-a(t - t )). (3.9) 

Dans le cas ou le second membre est contant, i.e. u(t) = u, une solution 
particuliere constante est evidente : y p (t) = y p = ^. La solution s'ecrit alors : 

bu 

y(t)=y esxp(-a(t-t )) + —(l-exp(-a(t-t ))). (3.10) 

(X 

Exercice 12 (Mise sous tension d'une charge inductive) Une charge 
inductive, composee de la mise en serie d'une inductance L et d'une resistance 
R et initialement parcourue par un courant nul est connectee a une source de 
tension constante E a t — 0. Determinez V expression du courant en fonction 
du temps ; representez son allure. 

Exercice 13 (Charge RL en regime sinudoi'dal) On considere un dipole 
RL serie (de resistance R et d'inductance L), parcouru par un courant i(t) 
et soumis a une tension sinusoidale u(t) = U 'y/2 cos(ut) . (1) Determinez 
Vequation differentielle liant le courant et la tension. (2) On ne s'interesse 
qu'au regime permanent sinudoi'dal ; montrez que i(t) = I\f2cos(ujt — 0) est 
une solution. (3) Determinez I m et 0. 

3.1.3 Methode de la variation de la constante 

Lorsqu'on ne parvient pas a trouver une solution particuliere permettant 
de se ramener a la resolution d'une equation sans second membre, on peut 
avoir recours a une methode un peu plus compliquee appelee methode de la 
variation de la constante. Cette methode consiste a chercher la solution de 
l'equation differentielle (3.5) sous la forme : 

y (t) = A(t) -exp(-af). (3.11) 

On s'inspire done de la forme de la solution de l'equation differentielle sans 
second membre mais on transforme la constante A en une fonction du temps. 
La derivee de y(t) s'ecrit alors : 



y(t) = A(t) • exp(-at) - a\(t) ■ exp(-at). (3.12) 
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En remplagant dans l'equation differentielle (3.5), une simplification apparait 
et on obtient : 

A(t) = u(t)exp(at). (3.13) 

Le succes de la methode repose alors sur la capacite a integrer cette derniere 
equation, ce qui n'est pas toujours possible. Dans le cas ou une primitive X(t) 
est trouvee a une Constance c pres, la solution est alors de la forme : 

y{t) = (A(t) + c) • exp(-at). (3.14) 

II ne reste plus qu'a determiner la constante c d'apres la condition initiale. 

Exercice 14 (Mise sous tension sinusoi'dale d'un circuit RL) Un cir- 
cuit compose d'une resistance R et d'une inductance L connectes en serie, 
initialement traverse par un courant nul est branche a t = sur une source 
de tension sinusoi'dales de forme d'onde U cos(atf). Determinez V expression 
du courant?. 



3.2 Equation differentielle du second ordre 

3.2.1 Equation differentielle sans second membre 

Soit l'equation differentielle 4 : 

y{t) + ay(t) + by(t) = 0. (3.15) 
Sa resolution passe par la resolution d'une equation associee : 

r 2 + ar + br = (3.16) 
dont les solutions sont bien connues 5 ' 6 : 

ri = h\fj-~ b (3 - 17) 

3 On pourra s'appuyer sur l'exercice 13 pour la determination d'une solution particuliere. 
On pourra cgalcmcnt utiliser la methode de la variation de la constante ; on rappelle la 
decomposition de la fonction cosinus en exponentielles complexes : cos(a) = ^(exp(ja) + 
exp(-ja)). 

4 On note y(t) = 

5 On peut facilcmcnt trouver ce resultat en notant que r 2 + ar + br = (r + |) 2 — ^- + b. 
6 Cette expression reste valable si l'argument de la racine carree est negatif a condition 
de considerer \/— T = j- 
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Les solutions de l'equation differentielle (3.15) sont alors de la forme : 

y(t) = Aexp(rit) + /zexp(r 2 t) (3.19) 

ou A et /i sont deux constantes a determiner d'apres les conditions initiales. 

Exercice 15 Montrez que la fonction (3.19) est bien solution de l'equation 
differentielle 3.15. 

Dans le cas ou le discriminant de (3.16) est negatif, les racines r\ et r 2 
sont complexes conjugees et s'erivent done : 

n = r + js (3.20) 
r 2 = r — js (3-21) 

La solution de l'equation (3.15) s'ecrit alors : 

y(t) = Aexp(rt) exp(jst) + /xexp(rt) exp(— jst) (3.22) 
= exp(rt) (A(cos(s£) + j sin(st)) + //(cos(si) — j sin(st))) (3.23) 
= exp(rt) ((A + fj) cos(st) +j(X- //) sin(st)) (3.24) 

Puisque nous ne considerons ici que des equations a coefficients reels, la 
solution est necessairement a coefficients reels. Ainsi, c = A+/i et d — j(A+/i) 
sont des coefficients reels. La solution s'ecrit done sous la forme : 

y(t) = exp(rt) (ccos(st) + dsm(st)) . (3.25) 

II reste encore a determiner les constantes c et d d'apres les conditions ini- 
tiales. 

Dans le cas ou les deux racines T\ et r 2 sont identiques egales a — | 
(discriminent nul), la solution generate est de la forme : 

j/(t) = (A + ^)exp(-|*) (3.26) 

Pour cela, il suffit de montrer que texp(— |t) est solution de l'equation 
differentielle 3.15. 

Exercice 16 (Decharge d'un circuit RLC) Un circuit RLC serie de resistance 
R, I'inductance L et de capacite C est initialement ouvert ; la capacite etant 
chargee a la tension E. A Vintant t = 0, on court- circuit e ce dipole. 

(1) Determinez l'equation differentielle du second ordre liant le courant et 
ses derivees. 

(2) Donnez les conditions initiales sur i(t) et ^rr- 

(3) Donnez V expression du courant et tracez sa forme d'onde. 
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Exercice 17 (Mise sous tension d'un circuit RLC) Un circuit RLC serie 
de resistance R, Vinductance L et de capacite C est initialement ouvert et 
decharge. A Vintant t = 0, on connecte ce dipole avec un generateur de ten- 
sion constante d 'amplitude E. On donne R = 1 Q, L = 1 mH, C = 1 mF et 
£ = 50 V. 

(1) Determinez V equation differentielle du second ordre liant le courant et 
ses derivees. 

(2) Donnez les conditions initiates sur i(t) et ^f-. 

(3) Donnez V expression du courant et tracez sa forme d'onde. 

(4) Donnez Failure des tensions aux homes de la resistance, de Vinductance 
et de la capacite. 

3.2.2 Equation differentielle avec second membre 

Soit l'equation differentielle : 

y(t) + ay(t) + by(t)=u(t). (3.27) 

Comme pour les equations differentielles du premier ordre avec second membre, 
on peut se ramener a l'equation sans second membre des lors qu'une solution 
particuliere est trouvee. 

Exercice 18 (Mise sous tension d'un circuit RLC - 2) Un circuit RLC 
compose d'une resistance R, Vinductance L et de capacite C est cable comme 
suit : la capacite est connectee en parallele sur la resistance, V ensemble etant 
connecte en serie avec Vinductance. Le circuit etant initialement ouvert et 
decharge, on le connecte at = a un generateur de tension constante d 'am- 
plitude E. On donne R = 1 Q, L = 1 mH, C = 1 mF et E = 50 V. 

(1) Determinez l'equation differentielle du second ordre liant la tension v{t) 
du condensateur et ses derivees. 

(2) Donnez les conditions initiales sur v{t) et ^p-- 

(3) Donnez V expression de la tension et tracez sa forme d'onde. 

(4) Donnez Vexpression et Vallure des tensions et courants relatifs a chacun 
des elements du dipole. 



Chapitre 4 

Le regime sinusoidal 
monophase 

4.1 Definition 

Le regime sinusoidal est un regime alternatif particulier ou l'ensemble des 
tensions et courants ont une allure sinusoidale a une pulsation unique u (en 

rad/s) : 

u(t) = U m cos(ujt + a) (4.1) 
i{t) = I m cos(u;t + P) (4.2) 

Une fois choisie une reference des temps, chaque tension ou courant est 
determine par deux grandeurs : son amplitude et son dephasage a t — 
(ou dephasage a l'origine). 

Les valeurs efficaces des signaux sont U = ^ et / = L'indication 
"eff" n'est plus necessaire ; seule la valeur efficace etant importante en regime 
alternatif. On notera par la suite les grandeurs : 

u(t) = UV2cos(ut + a) (4.3) 
i(t) = lV2cos(ut + p) (4.4) 

La pulsation est liee a la frequence / par la relation uo = 2nf. Les deux 
frequences des reseaux electriques sont le 50 Hz present notamment en Europe 
et le 60 Hz utilise en Amerique du nord. 

Un signal est en avance sur un autre si son dephasage a l'origine est plus 
important ; l'onde correspondante est alors decalee vers la gauche (vers les t 
negatifs). 
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4.2 Puissance 

La puissance instantanee pit) = u(t)i(t) peut s'ecrire p(t) = UIcos(a — 
(3) + UI cos(2cj£ + a + f3). La puissance instantanee est done la somme de 
deux termes : un terme constant U I cos(0) ou = a — f3 est le dephasage de 
la tension par rapport au courant et un terme sinusoidal a la pulsation 2uj. 

La puissance moyenne est : 

P = UIcos((j)) (4.5) 
La puissance apparente est : 

S = UI (4.6) 

Le facteur de puissance est : 

F p = cos(0) (4.7) 

On definit une nouvelle forme de puissance : la puissance reactive Q (unite 
var pour Vol-Ampere reactif) : 

Q = UIsm((f)) (4.8) 

On montre simplement que : 

S 2 = P 2 + Q 2 . (4.9) 

En travaillant dans un repere ou l'axe des abscisses est gradue en P et l'axe 
des ordonnees est gradue en Q, on met en evidence le triangle des puissance 
dont les sommets sont les points de coordonnees (0,0), (P,0) et (P,Q) ou S 
est l'hypothenuse. Dans ce triangle, est Tangle entre le cote confondu avec 
l'axe des abscisses et l'liypothenuse. 

Propriete 8 (Conservation de l'energie active) L'energie active totale 
absorbee par un circuit est egale a la somme des energies actives absorbees 
par ses differents constituants. 

En effet, du fait de la periodicite, il n'y a pas de variation d'energie stockee 
au bout d'une periode. 
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Propriete 9 (Conservation de l'energie reactive) L'energie reactive to- 
tale absorbee par un circuit est egale a la somme des energies reactives ab- 
sorbees par ses differents constituants. Ce resultat est connu sous le nom de 
Theoreme de Boucherot. 

Remarque 3 (Pas de conservation de la puissance apparente) De ma- 

niere generale, la puissance apparente absorbee par un circuit n'est pas egale a 
la somme des puissances apparentes absorbees par ses differents composants. 

4.3 Dipoles en regime sinusoidal 

4.3.1 Resistance 

Pour une resistance R, la relation tension-courant implique : 

UV2cos(ut + a) = RlV2cos(ujt + (3) (4.10) 

Or deux fonctions sinusoidales de meme pulsation sont identiques si et seule- 
ment si leur amplitude et leur dephasage a l'origine sont identiques. Ce ne 
peut etre le cas que si : 

U = RI (4.11) 
a = (3 (4.12) 

Le dephasage tension-courant est nul et on a : P = S = RI 2 = U 2 /R, Q = 
et F p — 1. La resistance consomme uniquement de l'energie active. 

4.3.2 Inductance 

Pour une inductance L, la relation tension-courant s'ecrit : 

UV2 cos(iut + a) = LulV2cos(u;t + (3+^) (4.13) 
Ce qui donne comme relation : 

U = Luol (4.14) 
a = + | (4.15) 

Le dephasage est = | (la tension est en avance de 7r/2 par rapport au 
courant) et on a : P = 0, Q = S = LujI 2 = U 2 / (Leu) et F p = 0. L'inductance 
consomme uniquement de l'energie reactive. 
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4.3.3 Condensateur 

Pour une capacite C, la relation tension-courant s'ecrit : 

lV2 cos(cjt + 0) = CuU\f2cos(ujt + a + (4.16) 
Ce qui donne comme relation : 

/ = CwEf (4.17) 

/3 = a+| (4.18) 

Le dephasage est = — | (le courant est en avance de 7r/2 par rapport a 
la tension) et on a : P = 0, Q = -S = -CuU 2 = I 2 /{Cu) et F p = 0. 
L'inductance fournit uniquement de l'energie reactive. 



4.4 Relevement du facteur de puissance 

La pluspart des equipements industriels sont de nature inductive et con- 
somment de la puissance reactive, aboutissant parfois a de mauvais facteurs 
de puissance. Ce facteur de puissance peut-etre ameliore en ajoutant des 
condensateurs qui fournissent l'energie reactive. Cela permet d'abaisser le 
courant absorbe par l'installation, diminuant ainsi les pertes et evitant un 
surdimensionnement de l'installation electrique. 

Soit une installation sous une tension U necessitant pour son fonctionne- 
ment une puissance active P. L'installation initiate a un facteur de puissance 
F p i et consomme une puissance reactive Q±. Quelle puissance de condensa- 
teur faut-il fournir pour amener le facteur de puissance a F p2 < F p i ? 

Soit Q c l'energie reactive que va fournir le condensateur et Q2 l'energie 
reactive consommee par l'installation apres ajout du condensateur. Le theoreme 
de Boucherot donne Q 2 = Qi — Q c - En notant que Qi = Ptan(0x) et que 
Q 2 = Ptan(0 2 ) (la puissance active necessaire est inchangee), on obtient : 

Q c = P(tan0i -tan0 2 ) (4.19) 

Exercice 19 (Relevement du facteur de puissance) Une installation mo- 
nophasee sous une tension de 400 V consomme une puissance de 5 kW avec 
un facteur de puissance de 0,5. 

(1) Determinez la valeur efficace du courant, la puissance apparente et la 
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puissance reactive. 

(2) On envisage de mettre un condensateur en parallele sur V entree de I 'ins- 
tallation pour amener le facteur de puissance a 0,9. Determinez la puissance 
reactive et la capacite du condensateur. 

4.5 Notations de Fresnel 

4.5.1 Introduction 

En principe, la resolution d'un probleme d'electricite en regime sinusoidal, 
c'est-a-dire la determination des tensions et des courants, peut se faire en 
ecrivant les solutions sous une forme sinusoidale, d'amplitude et de phase 
inconnue, en remplagant ensuites les tensions et courants dans les equations 
par leurs expressions et en cherchant ensuite a resoudre les equations (non- 
differentielles) obtenues ami de determiner les amplitudes et dephasages (cf. 
Exercice 13). 

Neanmoins, cette methode est lourde en temps de calculs et n'est pas 
employee en pratique, sauf eventuellement pour des circuits elementaires. 
En effet, les notations de Fresnels que nous allons introduire permettent de 
se transformer les equations differentielles en equations simples grace aux 
variables imaginaires, permettant de simplifier grandement la resolution du 
probleme. 

Definition 8 (Vecteur de Fresnel) Pour une grandeur sinus oidales x(t) = 
X\/2cos(iut+5), le vecteur de Fresnel est le nombre imaginaire X_ = X exp(jS) 

L'interet de cette notation reside dans le fait que la derivee = 
Xlu\/2 cos(ujt + 5 + |) a comme nombre complexe associe jooX}. II suffit 
done de retenir que deriver (en temporel) revient a multiplier par ju (en 
complexe). 

4.5.2 Impedance complexe 

Pour une resistance, la loi d'Ohm s'ecrit : U_ = RI_; pour l'inductance, la 
loi de comportement est U_ = jLuI et pour le condensateur, e'est / = jCujU_. 
Les relations differentielles de l'inductance et du courant sont transformees 



x En effet, exp(j(<5 + |)) = exp(j|) exp((5) = jexp(<5). 
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en lois d'Ohm generalisees de la forme U_ = ZI ou / — YU ou Z et Y_ sont 
respectivement l'impedance complexe et l'admittance complexe. 

Les lois d'association serie et parallele s'appliquent aux impedances com- 
plexes. Ainsi, l'impedance complexe equivalente correspondant a deux dipoles 
mis en serie est la somme des impedances complexes des dipoles. L'admit- 
tance complexe equivalente correspondant a deux dipoles mis en paralleles 
est la somme des complexes complexes des dipoles. 

4.5.3 Puissance complexe 
Definition 

On definit la puissance complexe S_ par : 

S = UP (4.20) 

ou I* represente le conjugue de /, c'est-a-dire le nombre imaginaire de meme 
module et d'argument oppose. Dans le cas ou U_ — U exp(jo;) et I — I exp(j(3), 
on a S_ — UI exp j(f> avec = a — f3. Ainsi, on obtient les relations suivantes : 

S = \S\ (4.21) 

P = M(S) (4.22) 

Q = %(S) (4.23) 

= arg(,S) (4.24) 

S = P + jQ (4.25) 

S = Sexp(j(f)) (4.26) 

Propriete 10 (Conservation de la puissance complexe) La puissance 
complexe absorbee par un systeme est la somme des puissances absorbees par 
ses differents constituants. 

Cette proporiete decoule de la conservation des puissances actives et reactives. 

Puissance et impedance 

Pour une impedance Z (U_— ZI ), la puissance complexe s'ecrit 2 : 

S = ZIP = ZI 2 (4.27) 



2 En se rappelant que zz* 
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s = 


\Z_\I 2 = 


p = 


^{Z)I 2 


Q = 


%Z)I 2 


= 


arg(Z) 



ce qui donne : 

ZI 2 (4.28) 

(4.29) 
(4.30) 
(4.31) 
(4.32) 

Pour une admittance Y (J = YU ), la puissance complexe s'ecrit : 

S = Y*UU_* = Y*U 2 (4.33) 

ce qui donne : 

S = \Y\U 2 = YU 2 (4.34) 
P = ^(Y)U 2 (4.35) 
Q = -%(Y)U 2 (4.36) 

= -arg(F) (4.37) 

(4.38) 

Exercice 20 (Modele d'une charge) Une charge monophasee sous ten- 
sion sinudoi'dale de 400 V d 50 Hz consomme 4 kW pour un courant si- 
nusoidal de 13 A de valeur efficace. 

(1) On suppose que la charge est inductive; determinez les valeurs de la 
resisance et de I'inductance du modele RL serie. 

(2) On suppose que la charge est capacitive ; determinez les valeurs de la 
resisance et de la capacite du modele RC parallele. 
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Chapitre 5 

Lois des reseaux electriques 



Un reseau electrique se compose d'un certain nombre de sources et de 
charges. Les lois presentee dans cette partie permettent d'en deduire le cou- 
rant et la tension a differents points. 



5.1 Lois de Kirchhoff 

5.1.1 Loi des nceuds 

La premiere loi de Kirchhoff s'enonce ainsi : la somme des courants se 
dirigeant vers un nceuds du circuit est nulle a tout instant. 

Cette loi permet directement d'etudier la mise en parallele de dipoles 
de meme nature. Soit un dipole compose de n dipoles de meme nature 
(resistance, inductance ou condensateur) places en parallele. Soit i(t) et u(t) 
les grandeurs relatives au dipole complet, en convention recepteur. Soit ik, 
k = l...n le courant traversant chacun des n dipoles, egalement en convention 
recepteur par rapport a la tension u(t). La loi de nceuds donne la relation : 



Considerons le cas ou les dipoles sont des resistances de valeur Rk, k = 



n 




(5.1) 
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l...n. Alors, on a u(t) = Rkikit). La loi des nceuds donne : 

n 

i(t) = J>(t) (5.2) 



k=i 



if ™ 



k=l 



(5.4) 



-U(t) (5.5) 



Ainsi, le dipole resultant est une resistance R eq telle que 



7T = ^ W (56) 

^eq j **<k 



k=l 



Considerons le cas ou les dipoles sont des inductances de valeur L k . Alors, 

''kit 
dt 



on a u(t) = Lk pour chaque dipole. La loi des nceuds donne : 



i{t) = £i fc (f) (5.7) 



k=i 



di(t) = j2 dik ^ ( 58 ) 



dt ^ dt 

k=l 



di(t) 



dt f-f L fc 

fe=i 



n 



= «(f) (5.10) 



dt 



avec 



1 n 1 



Ainsi, le dipole resultant est une inductance de valeur L t 

Considerons le cas ou les dipoles sont des capacites de valeur Ck- Alors, 



'eg- 
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on a ik(t) = Ck^rp- pour chaque dipole. La loi des nceuds donne : 



»(*) = (5-12) 
du(t) 



fc=i 

n 



fc dt 

fc=l 



(5.13) 



du(f) 



(5.14) 



avcc 



n 



C eq = Y,Cu (5.15) 
fe=i 

Ainsi, le dipole resultant est une capacite de valeur C eq . 

En parallele les capacites d'ajoutent alors que ce sont les inverses des 
resistances et les inductances qui s'ajoutent. En regime sinusoidal, la loi des 
nceuds s'applique aux vecteurs de Fresnel et s'ecrit alors : 

n 

I = £l*- (5-16) 

k=i 

Exercice 21 (Loi de comportement d'un generateur de Thevenin) 

Soit un dipole compose d'une source de courant sinusoidale J et d'une ad- 
mittance Y_ places en parallele. On note U_ et I respectivement la tension et 
le courant du dipole, en convention generateur, J etant choisi dans le meme 
sens que J. A partir de la loi des mailles, determinez la loi de comportement 
du dipole (c'est-a-dire la relation entre son courant et sa tension). On donne 
J_= J etY^ = Y exp(— |). Determinez I 'expression de la valeur efficace de la 
tension U en fonction de la valeur efficace du courant I lorsque le circuit est 
charge par une resistance R c h- Representez graphiquement U en fonction de 
I. 



5.1.2 Loi des mailles 

La seconde loi de Kirchhoff s'enonce ainsi : la somme des differences de 
potentiels obtenus le long d'une maille fermee du circuit est nulle. 

La loi des mailles permet d'etudier la mise en serie de dipoles de meme 
nature. Soit un dipole compose de n dipoles de meme nature places en serie, 
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tous parcourus par le courant i(t) et chacun d'entre eux ayant la tension 
Uk(t) a ses bornes avec la convention recepteur. Soit u(t) la tension aux 
bornes du dipole resultant, toujours avec les memes conventions. La loi des 
mailles donne la relation : 

n 

u(t) = J2Mt), Vt (5.17) 

k=l 

Pour des resistances, cette relation s'ecrit u(t) = Y^l=i Rkh s °it u (f) = 
R eq i avec R eg = J2k=i^k- Pour une inductance, la relation devient u(t) = 
Y^k=i Lk^df-, soit u(t) = L eq ^p- avec L eg = Y^l=i Lk- Pour un condensateur, 
en derivant la relation, on obtient = Ylk=i £^*(0> so ^ Ceq^p- = i(t) 
avec ^— = Ylk=i ~b~ k ' en serie, ce sont les resistances et les inductances 

qui s'ajoutent alors que ce sont les inverses des capacites qui s'ajoutent. En 
regime sinusoidal, la loi des mailles s'applique aux vecteurs de Fresnel et 
s'ecrit alors : 

n 

U = J2u k - (5.18) 
fc=i 

Exercice 22 (Loi de comportement d'un generateur de Norton) Soit 
un dipole compose d'une source de tension sinusoi'dale E et d'une impedance 
Z places en serie. On note U_ et J respectivement la tension et le courant du 
dipole, en convention generateur, U_ etant choisi dans le meme sens que E. 
A partir de la loi des mailles, determinez la loi de comportement du dipole. 
On donne E = E et Z_ = Fexp(|). Determinez V 'expression de la valeur 
efficace de la tension U en fonction de la valeur efficace du courant I lorsque 
le circuit est charge par une resistance R c h- Representez graphiquement U en 
fonction de I . 

5.1.3 Theoreme de Millmann 

Considerons un circuit en etoile en regime sinusoidal compose de n ad- 
mittances Y_ k , k = l...n, chacune etant reliee par une borne au nceuds de 
difference de potentiel Vo par rapport a une reference et l'autre borne etant 
au potentiel 14, reliee a un autre circuit. On note J fc les courants dans chaque 
branche, notes positivement dans le sens entrant. La loi des nceuds permet 
d'ecrire : 

n 

£l* = °- (5.19) 
k=i 
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La loi d'Ohm generalised et la loi des mailles donne : 



V — V — — 



(5.20) 



En remplagant dans (5.19), on obtient : 



n 



Vo) = 0. 



(5.21) 



k=i 



Ce qui donne le theoreme de Millmann : 



Y.o = 



J2k=i Y-kY-k 



(5.22) 



Exercice 23 (Application du theoreme de Millmann) On considere un 
circuit en etoile constitue comme suit : le nceud est numerote et a comme 
tension Vo par rapport a reference; la branche n° 1 est composee d'une in- 
ductance de valeur L qui est connectee a une extremite a la tension V\ ; la 
branche n°2 est composee d'une capacite C et est connectee a la tension V-i ; 
la branche n°3 est composee d'une resistance dont une borne est au potentiel 
de reference. Determinez Vo, la tension du nceud. 

5.2 Sources equivalentes 

Soit un dipole constitue d'un certain nombre de sources de tension et 
de courant sinusoi'dales, de resistances, d'inductance et de condensateurs. II 
s'agit d'un reseau lineaire puisque la relation entre le courant entrant et la 
tension a ses bornes est lineaire 1 . Ce dipole peut alors se modeliser par un 
dipole plus simple de deux manieres differentes. 

5.2.1 Modele de Thevenin 

II s'agit d'un modele compose d'une force-electromotrice (une source de 
tension) E et d'une impedance Z_ T . La fern E est determined est obtenue 
par le calcul de la tension a vide du circuit. L'inpedance Z_ T est l'impedance 
equivalente du circuit oil toutes les sources de tension sont cour-circuitees et 
toutes les sources de courant sont ouvertes. 

: De maniere plus rigoureuse, cette relation est affinc. 
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5.2.2 Modele de Norton 

II s'agit d'un modele compose d'une source de courant J_ et d'une admit- 
tance Y_ T . Le courant J de la source est le courant de court-circuit. L 'ad- 
mittance Y_ T est l'admittance equivalente du courcuit ou chaque source de 
courant est remplacee par un circuit ouvert et chaque source de tension est 
remplacee par un court-circuit. 

5.3 Theoreme de superposition 

Lorsque tout les elements d'un circuit sont lineaires (c'est le cas de l'en- 
semble des elements qui ont ete abordes jusqu'ici), le theoreme de super- 
position indique que la valeur d'un courant ou d'une tension en un point 
quelconque du circuit est la somme des valeurs obtenues si une seule source 
etait alumee. 

On en deduit la methode d'etude suivante : on ecrit autant de shemas 
que de source ; chacun de ces shemas correspondant a une seule source, les 
autres sources etant eteintes (les sources de tension sont mises a zero, c'est- 
a-dire remplacees par un court-circuit ; les cources de courant sont mises a 
zero, c'est-a-dire remplacees par un circuit ouvert). On resoud ensuite chacun 
des shemas. Le resultat final est la somme des resultats obtenus a partir des 
different s shemas. 

Bien que le nombre de shemas a etudier augmente, chacun d'entre eux 
est generalement beaucoup plus simple que le shema de depart. Ainsi, cette 
methode permet une reelle diminution du temps d'etude d'un schema. 

Exercice 24 (Etude d'un reseau) Representez un reseau electrique sinusoidal 
(pulsation uj), compose d'une source de tension E — E, d'une source de cou- 
rant J = Jexp(j|) 7 d'une resistance R, d'une inductance L et d'une capacite 
C. 

(1) En utilisant le theoreme de superposition, determinez les tensions et les 
courants relatifs a chaque dipole. 

(2) Choisissez 2 points (notes A et B) du circuit qui ne sont pas au meme 
potentiel electrique. Determinez le generateur de Thevenin equivalent. 

(3) Determinez le generateur de Norton equivalent du meme dipole. 

(4) Deduisez-en la tension et le courant relatifs a une charge R c h qui est 
ajoutee au circuit entre les homes A et B. 



Chapitre 6 

Le regime sinusoidal triphase 
equilibre 

6.1 Introduction 

L'electricite est produite et transported sous forme triphasee ; c'est-a-dire 
que trois cables se partagent la puissance. Parfois, un quatrieme cable est 
utilise pour transmettre le potentiel du neutre ; on parle alors de triphase 
4 fils. Dans ce chapitre, on se limite a l'etude du cas triphase sinusoidal 
equilibre. Dans le regime sinusoidal, les grandeurs triphasees sont de la forme : 

x a {t) = X a V2cos(ujt + a a) (6.1) 
x b (t) = X b V2cos(Lut + a b ) (6.2) 
x c (t) = X C V2 cos(tot + a c ) (6.3) 

Pour le regime sinusoidal equilibre, les amplitudes des trois phases sont iden- 
tiques et les phases regulierement espacees de ^. Ainsi, les tensions sont de 
la forme : 

v a (t) = VV2cos(cut + a a ) (6.4) 
v b (t) = VV2cos(ut + a a - — ) (6.5) 

O 

r- 47T 

v c (t) = VV2cos{ujt + a a - — ) (6.6) 

o 
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et les courants : 

i a (t) = lV2cos(ujt + a a -(j) k ) (6.7) 
i b (t) = lV2cos(ut + a a - <t> k - — ) (6.8) 

i — All 

i c (t) = IV2 cos(ut + a a - <p k - — ) (6.9) 

o 

ou (f>k est le dephasage arriere du courant par rapport a la tension. 
Les grandeurs de Fresnel correspondantes sont alors : 

V a = Vexp(ja a ) (6.10) 

V b = Vexp(j(a a -—)) (6.11) 

An 

V c = Vexp(j(a a -—)) (6.12) 

et : 

L a (t) = /exp(j'K-0 fe )) (6.13) 

I_ h {t) = Jexp(jK-^-y)) (6.14) 

Aix 

I_ c (t) = Jexp(jK-^- y)) (6.15) 

Les vecteurs representatifs de la tension (respectivement du courant) forment 
un triangle equilateral. On parle de triangle des tensions (respectivement des 
courants). 

En regime equilibre, les sources et les charges sont equilibrees (pour les 
charges, cela signifie qu'elles ont les memes impedances). Un desequilibre 
peut etre du a la source (on parle d' aliment at ion desequilibre) ou a la charge 
(on parle de charge desequilibree) . 

6.2 Couplage en etoile 

Soient trois sources monophasees de tensions : 

v a (t) = VV2cos(ut) (6.16) 

v b (t) = VV2cos(ut- — ) (6.17) 

r- An 

v c (t) = VV2cos(ut ) (6.18) 

3 
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et de courants : 

i a (t) = lV2cos(ut - (f>) (6.19) 

i b {t) = lV2cos(ut-(/) ) (6.20) 

r- An 
i c (t) = IV2cos(iut - 0- — ) (6.21) 

avec des conventions generateur. 

Considerons que ces trois sources sont couplees en etoile ; c'est-a-dire que 
les trois bornes de reference (bases de la fleche de tension) sont reliees entre 
elles et forment le neutre. Les trois autres bornes sont utilisees pour realiser 
une alimentation triphasee. Les tensions du reseau se mesurent entre deux 
des trois cables : 



U a b(t) 


= v a (t) 


- v b (t) 


Ubc(t) 


= v b (t) 


- v c (t) 


Uca{t) 


= v c (t) 


-v a (t) 



(6.22) 
(6.23) 
(6.24) 

on parle de tensions composees. En s'appuyant sur la representation vecto- 
rielle (6.12), on peut calculer : 

C/ a6 = C/exp0|) (6.25) 
U bc = C/exp(-i|) (6.26) 
U ca = C/expO-) (6.27) 



avec 



U = VSV (6.28) 



Cette relation indique que les tensions simples sont dans un rapport par 
rapport aux tensions simples. 



Exercice 25 (Triangle des tensions) Representez le triangle des tensions 
simples V_ a , V_ b et V_ c . En vous appuyant sur ce trace, tracez le triangle des 
tensions composees U_ ab , U_ bc etU_ ca . Retrouvez geometriquement les nombres 
compexes leur correspondant. 
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Les courants de ligne sont egaux aux courants des generateurs. La puis- 
sance transmise par la ligne est la somme des puissances transmises par 
chacune des trois generaleurs, soit : 

pit) = Pa (t) + p b (t) + Pc (t) (6.29) 

= 2VI (cos(cjt) cos(cjt - 0) (6.30) 

2n 2tt 

+ cos(ut — ) cos(cut — —) (6.31) 

o o 

47T 47T \ 

+ cos (out — — ) cos(ut — — ) I (6.32) 

/ 47T 

= VI I 3 cos(0) + cos(2c;t - 0) + cos(2cjt - - — ) (6.33) 
+ cos(2cut - - y (6.34) 

(2tt 
3 cos(0) + cos(2cut - 0) + cos(2cjt - + y ) (6.35) 

2tt \ 

+ cos(2^-0- y ) (6.36) 

= 3F7cos(0) (6.37) 
= V3UIcos((j)) (6.38) 

Remarquons que la puissance instantanee est constante et non pulsee contrai- 
rement au cas monophase ; elle est done egale a sa puissance moyenne P = 
VSUI cos(0). 

La puissance reactive est Q = v / 3f//sin(0) ; la puissance apparente est 
S = V3UI. Le facteur de puissance est, lui, inchange : F p = cos(0). No- 
tez bien que le dephasage intervenant dans les formules correspond au 
dephasage entre la tension simple et le courant relatifs a une meme phase. 

6.3 Couplage en triangle 

Soient trois sources monophasees de tensions : 

e (t) = EV2cos(ut) (6.39) 

e b (t) = EV2cos(ut- — ) (6.40) 

O 

r- 47C 

e c (t) = EV2cos(ut ) (6.41) 

3 
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et de courants : 

j a (t) = jV2coa(ut-(/>) (6.42) 

j b (t) = Jy/2cos(LJt-(f>- — ) (6.43) 

o 

i- 47T 

j c (t) = JV2cos(cjt - - — ) (6.44) 

avec des conventions generateur. Les trois dipoles ont comme bornes res- 
pectivement (a, a'), (b,b') et (c, c') et sont orientes de sorte que e a (t) = 
V a (t) - V a ,(t), e b (t) = V b (t) - V v [t) et e c (t) = V c (t) - V d (t). On associe 
ces dipoles en triangle de sorte que les poles soient connectes par paires : 
a' avec b, b' avec c et d avec a. Des bornes a, b et c sont tires trois cables 
formant une ligne triphasee. 

Dans ce cas, les tension composees sont identiques aux tensions des generateurs : 

u ab (t) = e a (t) (6.45) 

Ubc(t) = e b (t) (6.46) 

u ca (t) = e c (t) (6.47) 

Pour determiner les courants de ligne, il faut ecrire une loi de nceud : 

ia{t) = ja(t)-jc(t) (6.48) 

k(t) = j b (t)-j a (t) (6.49) 
ic(t) = Ut)-j b (t) (6.50) 

(6.51) 

En ecrivant le triangle des courants associes correspondant aux vecteurs de 
courant : 

J a = Jexp(-j0) (6.52) 

J 6 = Jexp(j(-0-y)) (6.53) 

An 

J c = Jexp(j(-0-y)) (6.54) 
on peut calculer les courants de ligne : 

L a = Jexp(j(-0+^)) (6.55) 

U = 7exp(i(-0-|)) (6.56) 

L c = 7exp(i(-0+— )) (6.57) 
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avec : 

I = V3J (6.58) 
Les courants de ligne forment un systeme triphase equilibre d'amplitude / = 

Vsj. 

La puissance transmise est la somme des puissances transmises par chacun 
des trois dipoles et s'ecrit : 

P(t) = Pa(t)+Pb(t)+ Pc (t) (6.59) 
= 2EJ (cos(cjt) cos(ujt — 0) (6.60) 

2n 2n 

+ cos(cjt — ) cos(wt — <p — — ) (6.61) 

o o 

An An 

+ cos(wt — )cos(cot — (j) — ) (6.62) 

o o 

= 3£Jcos(0) (6.63) 
= v / 3f//cos(0) (6.64) 

Ce qui donne les memes formules de puissances que dans le cas du couplage 
etoile. Le dephasage peut etre interprets comme le dephasage relatif au 
dipole composant la source (ou la charge) ou comme le dephasage entre un 
courant et une tension simple de la ligne triphasee. 



6.4 Equivalence triangle/etoile 

Soit une charge triphasee d'impedance Z_ Y couplee en etoile. Chaque 
dipole consomme la puissance complexe Z_ Y I 2 ou I est la valeur efficace du 
courant de ligne ; la charge consomme done S_ Y = 3ZyI 2 - 

Imaginons maintenant une seconde charge triphasee, cette fois couplee en 
triangle d'impedance Z A . Chaque dipole consomme la puissance complexe 
Z A J 2 ou J est le courant dans un dipole. La charge consomme done la 
puissance complexe = 3Z_ A J 2 = Z^ A I 2 . 

Les charges sont identiques du point de vue de la ligne si elles absorbent 
la meme puissance complexe, ce qui est le cas si : 

Z A = 3Z Y (6.65) 

Par ce moyen, on peut toujours se ramener a un schema d'etude ou toutes 
les charges sont de meme nature, triangle ou etoile, du moins en regime 
sinusoidal. C'est egalement le cas pour les sources comme vous propose de le 
decouvrir l'exercice suivent. 



6.5. METHODE D'ETUDE 
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Exercice 26 (Source equivalente) Soit une source triphasee couplee en 
triangle comme presentee dans le paragraphe 6.3. Determinez la source tri- 
phasee connectee en triangle qui a les merries caracteristiques au niveau de 
la ligne (on donnera la valeur efficace et les dephasages). 

6.5 Methode d'etude 

Pour etudier le fonctionnement d'un circuit triphase en regime sinusoidal 
equilibre, on peut se ramener a l'etude d'un circuit monophase. Considerons 
d'abord le cas d'une source connectee a une charge ou les deux elements sont 
couplees en etoile. Meme si les neutres des deux charges ne sont pas relies 
(triphase 3 fils), ils sont neanmoins au meme potentiel. On peut ainsi faire 
comme s'ils etaient connectes et ne s'interesser qu'a une maille du circuit, 
par exemple celle ne faisant intervenir que la premiere phase et le fil fictif du 
neutre. Une fois resolu ce circuit, les autres phases sont deduites en ajoutant 
ou retranchant simplement un dephasage de 

Pour une source et une charge couplee en triangle, il est possible d'isoler 
directement une maille comportant un generateur et une charge. Une fois 
determine le courant, l'ensemble des autres courants pourront se deduire 
facilement. 

Pour des circuits mixtes, comporant par exemple une source couplee en 
etoile et une charge couplee en triangle, on peut transformer les elements 
couples en triangle en elements fictifs couples en etoile. 

Cette methode d'etude n'est plus valable des lors que le fonctionne- 
ment est desequilibre. Des outils specifiques permettent d'etudier le regime 
desequilibre. 

Exercice 27 (Circuit etoile/etoile) Une source triphasee sinus oi'dale equilibree, 
couplee en etoile, de tension simple V = 230 V est connectee a une charge 
triphasee equilibree d'impedance Z_ = 10exp(j|) couplee en etoile. 

(1) Determinez le circuit monophase permettant de faire V etude du circuit. 

(2) Determinez la valeur efficace du courant de ligne et son dephasage par 
rapport a la tension. 

(3) Determinez les puissances active et reactives transmises par la source a 
la charge. 

Exercice 28 (Circuit etoile/triangle) La source est inchangee par rap- 
port a l : 'exercice precedent, mais cette fois, la charge est couplee en triangle. 
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(1) En utilisant une charge etoile equivalente, determinez le circuit mono- 
phase permettant de faire V etude du circuit. 

(2) Determinez la valeur efficace du courant de ligne et son dephasage par 
rapport a la tension. 

(3) Determinez les courants dans la charge couplee en triangle (amplitude et 
dephasages) . 

Exercice 29 (Circuit triangle/triangle) Cette fois, la source et la charge 
sont toutes deux couplees en triangle. 

(1) En suivant une maille du circuit, determinez le circuit d 'etude. 

(2) Determinez les courants (valeur efficace et dephasages) circulant dans la 
charge. 

(3) Determinez les courants de ligne. 

(4) Determinez les courants dans la source. 



Chapitre 7 
Mesures 



7.1 Mesures de tension et de courant 

7.1.1 Les differentes technologies de mesure 

On distingue de maniere generate les appareils numeriques des appareils 
analogiques. Parmi ces derniers, on distingue deux technologies : 

Les appareils magneto-statiques dits aussi a cadre mobile. lis mesurent 
la valeur moyenne du signal et sont reperables au dessin representant 
un U retourne. 

Les appareils ferro-magnetiques. lis donnent la valeur efficace du signal 
et sont reperables au symbol representant un cricuit electrique entou- 
rant un circuit magnetique. 

II existe aussi des appareils permettant les mesures des valeurs moyennes 
et les valeurs efficaces des grandeurs sinuso'idales. Ce sont des appareils 
magneto-statiques qui utilisent, en position alternatif, un pont redresseur 
a diodes pour redresser les sigaux alternatifs. lis sont reperables au symbol 
de la diode en plus de celui des appareils magneto-statiques. La mesure de 
valeur efficace realisee n'est valable que pour les signaux sinusoidaux. 

7.1.2 Lecture sur un appareil analogique 

Pour lire une grandeur sur un appareil de mesure a aiguille, il faut tenir 
compte du calibre utilise. II suffit de considerer que lorsque l'aiguille est a 
sa deviation maximale, la mesure est egale au calibre. Par une regie de 3, 



45 



46 



CHAPITRE 7. MESURES 



on en deduit que, pour une deviation de g graduations sur une echelle de g* 
graduations et pour un calibre C, la mesure est -^C . 

7.1.3 Reduction du courant 

Lorque le courant a mesurer est trop important pour les appareils de 
mesure disponibles, on peut avoir recours a deux types d'appareils : 
Le transformateur d'intensite est utilise comme suit : le circuit secon- 
dare est court-circuite et le circuit primaire est place en serie avec le 
courant a mesurer. On place un amperemetre dans le circuit secondaire 
dont le courant est une fraction du courant primaire. 
Le shunt est une resistance de tres faible valeur. Placee en serie dans le 
circuit dont il faut mesurer le courant, elle delivre a ses bornes une 
tension proportionnelle au courant. La mesure du courant se fait alors 
avec un voltmetre. 

La pince de courant est composee d'un circuit magnetique que l'oin peut 
refermer sur le courant a mesurer. Au sein de ce circuit magnetique est 
placee une sonde a effet Hall 1 qui fournit une tension image du courant 
a mesurer. 

7.1.4 Sondes pour la visualisation 

Afin de visualiser un signal de tension (respectivement de courant), on 
utilise une sonde de tension (ou de courant) qui transforme le signal de depart 
en une tension d'amplitude compatible avec la gamme d'entree de l'oscillo- 
scope et qui realise l'isolation galvanique entre le circuit et l'oscilloscope. II 
est necessaire de bien tenir compte du gain de la sonde et de verifier qu'elle 
ne sature pas (que le signal mesure ne depasse pas la gamme d'entree de la 
sonde) . 

7.2 Mesures de puissance 

Les mesures de puissance active et reactive se font a l'aide d'un seul type 
d'appareil : le watt-metre. II comporte un circuit courant et un circuit tension 
et donne la valeur moyenne de leur produit. 

1 Une sonde a effct Hall parcourue par un certain courant fournit une fem proportion- 
nelle au champ B qui la traverse. 
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En monophase, outre la classique mesure de puissance active, on peut 
effectuer une mesure de puissance reactive en alimentant le circuit tension 
par la tension composee des deux autes phases. La valeur mesuree est a diviser 
par \/3- P ar exemple, si la charge monophasee est alimentee entre la phase 
1 et le neutre, en branchant le watt-metre avec ii(t) dans le circuit courant 
et ti23(t) dans le circuit tension, le watt-metre donne en regime sinusoidal 
equilibre : 

W = <H(t).u 23 (t)> (7.1) 
= /iC/ 23 cos(|-0) (7.2) 

= v / 3/C/sin(0) (7.3) 
= VSQ (7.4) 

D'ou l'estimation de Q = 

En triphase equilibre, on peut se contenter l'un seul watt-metre pour 
mesurer la puissance active si le neutre est disponible. On peut aussi avoir 
recours a la methode des deux watt-metres. 



7.2.1 Methode des deux watt-metres 

le premier watt-metre est parcouru par %\ et connecte a la tension it 13 
alors que le second est parcouru par i 2 et connecte a la tension u 23 . Notons 
W\ et W 2 les deux mesures. On a : 

W x = < u 13 (t)h(t) > (7.5) 
W 2 = < u 23 (t)i 2 (t) > (7.6) 

(7.7) 

La puissance active s'obtient a partir de la somme des mesure. En effet : 

W 1 + W 2 = < u 13 (t)h(t) > + < u 23 (t)i 2 (t) > (7.8) 
= < MO - v 3 (t))H(t) + (v 2 (t) - v 3 (t))i 2 (t) > (7.9) 
= < ui(t)ii(*) + v 2 (t)i 2 (t) - v^ihit) + i 2 (t)) > (7.10) 

Si le neutre n'est pas connecte, la loi des mailles donne : 



kit) +i 2 (t) +i 3 (t) = 



(7.11) 
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ce qui permet de remplacer ii(t) + i 2 (t) par —i 3 (t) et donne ainsi : 



W l + W 2 = <v 1 (t)i 1 (t)+v 2 (t)i 2 (t)+v 3 (t)i 3 (t)> (7.12) 

= <pi(t)+p 2 (t)+p 3 (t)> (7.13) 

= <p(t)> (7.14) 

= P (7.15) 

Ainsi, on la mesure de la puissance active est donnee par : P = W\ + W 2 . 
La puissance reactive est reliee a la difference des deux mesures : 

W l -W 2 = < u 13 (t)H(t) > - < u 23 (t)i 2 (t) > (7.16) 

= < (u 12 (t) + U2 3 (0)»i(*) - (MO + u 13 (t))i 2 (t) > (7.17) 

= < u 2 3(f)»i(t) + u 31 (t)i 2 (t) + UnWhit) + i 2 (t)) > (7.18) 

= < u 23 (t)H(t) + u 31 (t)i 2 (t) - u 12 (t)i 3 (t) > (7.19) 

= y/3(Q 1 + Q 2 - Q 3 ) (7.20) 

En regime equilibre, on a Q\ = Q 2 = Q 3 et Q = 3.Qi- Ainsi, on a W\ — W 2 = 
y/S.Qi = ^ et on peut estimer : 

Q = ^/3(W 1 + W 2 ). (7.21) 



La methode des deux watt-metres s'applique lorsque le neutre n'est pas 
connecte. La mesure de puissance est valable en presence d'harmoniques et 
meme en regime desequilibre, a condition que le neutre ne soit pas connecte. 

Remarquons que certains appareils numeriques sont capables de mesu- 
rer les puissances active et reactives a partir d'un courant et de la tension 
composee des deux autres phases {i\ et u 23 par exemple). Leur mesure n'est 
valable qu'en regime sinusoidal equilibre. 

7.3 Incertitudes 

Lorsque l'on donne le resultat d'une mesure ou d'un calcul, il est fonda- 
mental d'avoir un ordre de grandeur de l'incertitude. On peut distinguer les 
mesures et les calculs effectuees sur des grandeurs incertaines. 
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7.3.1 Mesures 

On distingue deux types incertitudes : l'incertitude de lecture et l'incer- 
titude liee a la precision (ou classe) de l'appareil. L'incertitude peut etre 
ecrite sous forme absolue (7 = 2, 32 A ± 0, 12 A) ou sous forme relative 
(/ = 2,32 A ±5%). 

Incertitude de lecture : pour un appareil analogique a aiguille, elle cor- 
respond a la valeur d'une graduation ; pour un appareil numerique a 
afficheur digital, elle correspond a la valeur du plus petit digit. 

Classe : il s'agit de la precision, exprimee en pourcentage, de l'apareil ; l'er- 
reur absolue de precision est alors proportionnelle a la classe et a la 
grandeur mesuree. 

Dans la pratique, on determine d'abord les deux incertitudes sous la meme 
forme (absolue ou relative) avant de les aditionner. Le resultat final est 
generalement donne sous forme relative. 



7.3.2 Calculs 

Lorqu'on fait un calcul a partir de plusieurs grandeurs incertaines, on ob- 
tient une nouvelle grandeur incertaine dont il faut savoir determiner l'incerti- 
tude. Void illustre sur deux exemples simples comment on opere. Supposons 
que x et y soient deux grandeurs incertaines : x = xq ± S x , y = yo ± 5 y ou 5 X 
et 5 y sont positifs. 

La somme s'ecrit x + y = x + y ± (S x + S y ) ; les incertitudes absolues 
s'ajoutent. 

Le produit de deux grandeurs positives s'ecrit xy = (x ± 5 x )(y ± 5 y ). En 
developpant et en negligeant le produit S x S y des incertitudes, on obtient 
xy = x y ± (yo$x + x 5 y ) ou encore en divisant par x o y : ^ = 1 ± 
(^L + -JL). On retiendra alors que les incertitudes relatives s'aditionnent. 

La fraction s'ecrit - = — ]t.i x i Xo ■ En faisant 1' approximation . , } , = 1 =F 

y yo l±5y/yo l±& y /yo 1 

^, on obtient alors, en developpant et en negligeant le produit 5 x 5 y : 

- — — ( 1 ± (— + — ) ). On retiendra que, pour le quotient comme 

y yo \ x x yo> ) n 

pour le produit, les incertitudes relatives s'ajoutent. 
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7.4 Techniques numeriques de mesure 

Le numerique peut apparaitre a deux niveaux dans un systeme de me- 
sure. Certains appareils disposent d'un affichage numerique bien que la me- 
sure se fasse de maniere analogique. D'autres appareils sont entierement 
numeriques. Un capteur transforme la tension et le courant en signaux qui 
sont echantillonnees a une certaine frequence f e et stockees en memoire. Les 
calculs des differentes mesures sont ensuite effectuees a partir des echantillons 
par un calculateur (FPGA, micro-controller ou DSP). Dans ce cas, seules les 
composantes des signaux a des frequences inferieures a f e /2 pourront etre 
prises en compte dans la mesure 2 . 



2 Ce resultat est aussi connu sous le nom de theoreme de Shannon et la frequence f e /2 
est apple lee frequence de Shannon. 



Chapitre 8 



Circuits magnetiques 



8.1 Magnetostatique 

8.1.1 Generalites 

La magnetostatique est la discipline qui etudie les champs magnetiques 
dans l'hypothese quasi-statique. Un champ magnetique peut-etre produit par 
un courant. Imaginons que le courant varie instantanement d'une valeur a 
une autre. Alors, le champ va evoluer pour se stabiliser a une nouvelle va- 
leur. Ce temps devolution est tres court. Lorsqu'on le neglige, comme c'est le 
cas en magnetostatique, on suppose que le champ s'impose instantanement. 
Autrement dit, on neglige les dynamiques d'etablissement du champ par rap- 
port aux dynamiques des autres phenomenes et notamment des phenomenes 
electriques. Les equations de la magnetostatique sont satisfaisantes pour 
representer des phenomenes allant jusqu'au Mhz. Au dela, il faut utiliser 
les equations de Maxwell completes. 

On definit les champs B (en Tesla note T) et H (en A/m). Deux types de 
terminologies existent. Dans la premiere, H est nome champ magnetique et 
B induction magnetique ; dans la seconde, H est nome champ magnetisant 
et B champ magnetique. Nous utiliserons dans cet ouvrage la premiere no- 
tation. 

Les vecteurs B et H sont dermis en tout point de l'espace. On parle 
de champ de vecteur. Du point de vue mathematique, un champ est une 
fonction de M 3 dans IR 3 qui a un point de l'espace assossie un vecteur a trois 
composantes. Pour ces champs, on definit la notion de ligne de champ comme 
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etant une courbe tangente aux vecteurs en chacun de ses points. On definit 
egalement la notion de tube de champ comme l'ensemble des lignes de champ 
passant par une section donnee. On parle de champ uniforme lorqu'il est le 
meme en tout point de l'espace. On parle de champ constant lorsqu'il ne 
varie pas en fonction du temps. 

Les electrons etant charges negativement, leur deplacement correspond 
a une densite de courant notee j . II s'agit egalement d'un champ de vec- 
teur que l'on considerera nul partout sauf dans les conducteurs (cuivre et 
aluminium). Dans ces conducteurs, le courant est defini comme le flux de j 
a travers la section : i — ff s j -dS ou dS est un vecteur representant un 
element de la surface S oriente suivant la normale a la surface. 

Un conducteur parcouru par un courant i donne naissance a un champ 
magnetiques dont les lignes de champ sont des courbes fermees qui tournent 
autour du conducteur. Le sens du champ est donne par la regie du tire- 
bouchon : le tire-bouchon etant place dans la direction et le sens du courant 
electrique, on l'enfonce en tourant dans le sens du champ. On retiendra que 
deux lignes de champ magnetique distinctes ne se rejoignent jamais ni ne 
peuvent etre issues d'un meme point 1 . 

L 'utilisation des symetries d'un systeme est fondamentale pour determiner 
Failure des lignes de champ. Pour illustrer cela, considerons un conducteur 
rectiligne suppose infini ; il est invariant par rotation et translation selon son 
axe. Le champ aura egalement ces symetries. Les lignes ce champ seront done 
des cercles centres sur l'axe du conducteur. De plus, l'amplitude du champ 
ne depend que de la distance au conducteur. 



8.1.2 Theoreme d'Ampere 

Nous venons de le voir, un courant donne naissance a un champ magnetique. 
Le theoreme d'Ampere permet de quantifier cette relation. Definissons une 
courbe fermee orientee C et soit S une surface finie s'appuyant sur C. Orien- 
tons la courbe et la surface de maniere coherente, e'est-a-dire de sorte qu'une 
vis tournant dans le sens de la courbe s'enfonce dans le sens de la surface. 
Alors, le theoreme d'Ampere enonce que la circulation du champ magnetique 
le long de la courbe fermee est egale au flux de la densite de courant a travers 



1 C'est une consequence de la nullite de la divergence du champ, ce qui s'ecrit divB = 0. 
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Fig. 8.1 - Champ H enroulant un courant % 



la surface. 

jllAl = JJ J AS (8.1) 

Le o ajoute a l'integrale est la pour rappeler qu'il s'agit d'integrer sur un 
contour ferme 2 . Le terme de droite est le courant total traversant la section, 
compte positivement dans le sens de la surface et negativement dans l'autre 
sens. 

Le plus simple est de choisir un contour qui suit une ligne de champ. 
Ainsi, les vecteurs H et dl sont colineaires et on peut remplacer H Al par 
HAl ou H est la valeur algebrique du champ dans la direction de dl. Dans 
le cas ou l'amplitude du champ est uniforme, on peut simplifier le terme de 
gauche en <f c HAl = H <f c dl = H.l ou I est la longueur de la ligne de champ. 

Exercice 30 (Champ magnetique produit par un conducteur uniforme) 

Un conducteur rectiligne uniforme de rayon R est parcouru par un courant i. 

1. Determinez V allure des lignes de champ a Vinterieur et a Vexterieur du 
conducteur. 

2. Determinez l'amplitude du champ magnetique en tout point de Vespace. 

Exercice 31 (Champ magnetique produit par un cable coaxial) Repondez 
aux questions 1 et 2 de V exercice 35. 

2 I1 s'agit de la forme integrale de l'equation de Maxwell-Ampere rotH = j ou les 
courants de deplacemcnt ont ete negliges 
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8.1.3 Lois de comport ement des materiaux 

Vide et materiaux amagnetiques 

Dans le vide et les materiaux a magnetiques, les champs B et H sont 
colineaires et leurs modules sont dans un rapport /xo appelee permeabilite du 
vide (/i = 47r.l(T 7 Tm/A) : 

B = fi H (8.2) 



Materiaux magnetiques doux 

Un materiau magnetique doux ideal se distingue du vide uniquement par 
la valeur elevee de sa permeabilite : 

B = fiH (8.3) 

ou la permeabilite /i est largement superieure a celle du vide. On peut noter 
/i = /i r /io oil fi r est une grandeur adimensionnelle superieure a 1 appelee 
permeabilite relative. Pour des materiaux fortement magnetiques comme les 
toles fer-silicium (FeSi) couramment employees, \i r peut atteindre 10,000 (dix 
mille). 

En realite, cette carateristique B(H) lineaire n'est qu'une approximation. 
Deux limitations apparaissent en effet. Tout d'abord la saturation magnetique 
qui limite la croissante de B lorsque l'on augmente H. Vient ensuite l'hysteresis 
(d'un mot grec signifiant retard) qui fait que la trajectoire B(H) lorsque H 
augmente est legerement en dessous de celle obtenue lorsque H decroit. 



Materiaux magnetiques durs 

Les materiaux magnetiques durs se distinguent des materiaux magnetiques 
doux par la taille de l'hysteresis. Alors qu'il est reduit autant que possible 
pour les materiaux doux, les bons materiaux durs ont un cycle d'hysteresis 
le plus grand possible. Une phase d'aimantation consiste a faire croitre le 
module du champ H puis a faire decroitre jusqu'a zero. Le champ B a alors 
cru et decru avec un certain retard du a l'hysteresis. Lorsque le champ H est 
nul, il reste un champ B non nul appelee induction remanente et note B r . 

Si on excite alors l'aimant avec un champ H dans la meme direction mais 
en sens contraire, on fait decroitre la valeur du champ B. Si cette variation 
n'est pas trop forte, elle est reversible et on retrouve l'induction remanente 
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en annulant a nouveau le champ H. Cette portion de caracteristique, appelee 
droite de recul peut-etre approchee par une equation de la forme : 



ou la permeabilite est ici tres proche, voire egale, a /i - Dans la pratique, c'est 
sur cette caracteristique que l'aimant doit etre utilise. Si on augmente trop 
le champ H en sens inverse, le champ B diminue de maniere irreversible et 
l'aimant est desaimante (il a perdu une partie de son pouvoir). Le champ H 
permettant d'annuler le champ B en inverse est appele champ coercitif note 



On distingue differentes families d'aimants. Les ferrites sont les aimants 
les plus bas de gamme. Les terres-rares et les Alnico sont des aimants de 
meilleure qualite. La qualite d'un aimant est definie par ses valeurs de B r , 
H c et (Sif) max . Plus ces valeurs sont elevees, meilleure est la qualite de 
l'aimant. 

Exercice 32 (Champ produit par un aimant) Un circuit magnetique est 
constitue d'un aimant de permeabilite /iq, de champ remanent B r , de section 
S et de longueur l a et d'un circuit magnetique de section S et de longueur If 
de permeabilite fi. 

1. En utilisant le theoreme d 'Ampere, determinez V equation de la droite de 
charge liant H a et B a dans l'aimant, reterminee par le circuit magnetique 
(cette equation ne fait intervenir que les parametres du circuit magnetique) . 

2. Determinez V equation de la droite de recul de l'aimant. 

3. Determinez les valeurs de H et B dans l'aimant et dans le fer en fonction 
des donnees fi Q , B r , S, l a etlj. 

8.1.4 Flux magnetique 

Considerons un tube de champ. Notons S une section orientee de ce tube. 
On peut alors calculer le flux du champ B a travers S : 



Dans le cas ou la section est orthogonale au champ B en tout point, les 
vecteurs B et dS sont colineaires, et le flux s'ecrit : 



B = B r + fxH 



(8.4) 




(8.5) 




(8.6) 



56 



CHAPITRE 8. CIRCUITS MAGNETIQ UES 



ou B est une valeur algebrique, comptee positivement dans le sens de l'orien- 
tation de la surface. Dans le cas ou le champ est uniforme sur la section, le 
flux s'ecrit : 

$ = B.S (8.7) 

Le flux magnetique a la propriete de se conserver. C'est-a-dire qu'il est 
identique sur chacune des sections d'un tube de champ 3 . Par exemple, en 
deux sections Si et S 2 , les champs B\ et B 2 verifient B 1 Si = B 2 S 2 . 

Une circuit electrique faisant n spires autour d'un tube de champ traverse 
par le flux $ voit le flux <fi = n$. 



8.1.5 Loi d'Hopkinson 

Les differentes lois qui viennent d'etre developpees (theoreme d'Ampere, 
loi de comportement, conservation du flux) peuvent etre recap itulees en une 
seule loi appelee loi d'Hopkinson. A titre d'exemple, reprenons les cas des 
circuits simples etudies dans les exercices 33 et 34. Le theoremes d'Ampere 
s'ecrit H.l = n.i, on a H = — avec B — ^. Cette relation s'ecrit ^0 = n.i 
et se met sous la forme : 

11$ = S (8.8) 

ou E = n.i est appele force magneto-motrice (fmm) et 1Z — est la 
reluctance. Alors que les fmm ne sont liees qu'au circuit electrique, la reluc- 
tance ne depend que du circuit magnetique (de sa geometrie et du materiau 
employe). La loi d'Hopkinson est analogue a une loi d'Ohm ou les fmm 
remplacent les fern, le flux remplace le courant et la reluctance remplace 
la resistance. 

Pour des circuits plus complexes composes de differentes parties et de 
differents materiaux, on calcule la reluctance des differentes parties a partir de 
leur permeabilite, section et longueur, puis on calcule la relutance equivalente 
du circuit avec des regies d'associations identiques a celles du calcul de la 
resistance equivalente : on ajoute les reluctances des portions des circuits en 
serie et on calcule la conductance (l'inverse de la reluctance) equivalente de 
parties en parallele en ajoutant les conductances de chacun des elements. 



3 I1 s'agit d'une consequence de l'equation locale divB = 0. 
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8.1.6 Induction electromagnetique 

La loi de Lenzenonce qu'un circuit electrique traverse par un flux magnetique 
et qui voit ce flux varier reagit en donnant naissance a une force electro- 
motrice qui tend a s'opposer a la variation du champ. 

La loi de Faraday precise quantitativement cette relation : la force electro- 
motrice produite par la variation de flux dans un circuit est egale a la derivee 
du flux 4 . 

A titre d'illustration, considerons un circuit electrique et notons i le cou- 
rant le travesant et u la tension a ses bornes en convention generateur. Notons 
le flux magnetique traversant le circuit avec la convention qu'un courant i 
positif donne un flux egalement positif. Imaginons maintenant que le cir- 
cuit n'est pas alimente de l'exterieur mais qu'il subit des variations de son 
flux imposees de l'exterieur. En cas de diminution du flux < 0), le 
circuit reagira en cherchant a faire circuler un courant positif de maniere a 
compenser la diminution de flux. Si le circuit est ferine par une resistance 
permettant la circulation du courant et imposant la relation u = Ri a ses 
bornes 5 , la fern permettant de faire passer un courant positif est elle-meme 
positive. Avec les conventions etablies, il faut done ecrire : 

e(t) = (8.10) 
Pour un circuit en convention recepteur, au contraire, la relation s'ecrit : 

eW = ^ (8.11) 

Exercice 33 (Etude d'une bobine a noyau de fer) Un materiau magnetique 
doux en forme de tore de section S et de longueur moyenne I a pour permeabilite 
fi. Ce circuit magnetique est couple a un circuit electrique forme de n spires 
enroulees autour du tore et parcouru par un courant i(t). 

1. Determinez les champs H{t) et B{t) dans le circuit magnetique. 

2. Determinez le flux dans le circuit magnetique et le flux vu par le circuit 
electrique. 

4 L'equation locale correspondant est l'equation de Maxwell-Faraday rotE — — ^f-. 
5 La resistance est bien en convention recepteur puisque le circuit est en convention 
generateur. 
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3. Montrez que le flux traversant le circuit electrique est proportionnel au 
courant ; determinez le coefficient de proportionnalite L, appele inductance. 
4- Determinez V equation courant-tension du dipole electrique en convention 
recepteur et en convention generateur. 

5. Le circuit magnetique a une resistance interne R. Determinez les equations 
courant-tension du dipole pour les deux conventions. 

Exercice 34 (Circuit a entrefer) Un circuit magnetique de section uni- 
forme S est compose d'un materiau magnetique doux constituant la majeure 
partie du circuit et d'un entrefer de taille e petite devant la longueur totale du 
circuit magnetique. Ce circuit magnetique en couple a un circuit electrique 
forme de n spires enroulees autour du tore et parcouru par un courant i(t). 
On supposera dans la suite que le materiau magnetique est de permeabilite 
infinie. 

1. Determinez les champs H(t) et B(t) dans les deux portions du circuit 
magnetique. 

2. Calculez Vinductance de la bobine. 

Exercice 35 (Champ magnetique produit par un cable coaxial) Un 

cable coaxial a une symetrie axiale. Le conducteur aller, place dans I'ame, 
est un cylindre de rayon R\. Une couche d'isolant d'epaisseur R2 — Ri re- 
couvre I'ame. Le conducteur retour constitue une troisieme couche d'epaisseur 
R3 — i?2- Un isolant recouvre ensuite le tout jus qu'au rayon -R4. 

1. Determinez V allure des lignes de champ dans les differentes parties de I'es- 
pace. 

2. Determinez V amplitude du champ magnetique en tout point de I'espace. 

3. Determinez le flux magnetique produit par 1 m de cable. Deduisez-en Vin- 
ductance lineique. 

8.1.7 Forces et couples elect romecaniques 

Energie magnetique 

Un materiau parcouru par un champ magnetique stoque de l'energie. La 
densite spatiale d'energie etant \B ■ H, cette energie peut s'ecrire : 




(8.12) 



ou dV est un element du volume V. 
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Expression generate 

Soit un systeme electromecanique disposant d'un degre de liberte mecanique 
en translation defini par une position z (en m). Ce systeme regoit de l'energie 
electrique par l'intermediaire d'un circuit electrique de tension v et de cou- 
rant % en convention recepteur. II fournit de l'energie mecanique a une charge 
mecanique en imposant une force F grace a son degre de liberte en trans- 
lation. Le systeme stocke de l'energie magnetique notee W m . La puissance 
electrique regue est v.i. La puissance mecanique fournie est F.z ou z — 
Le bilan de puissance donne : 

v.i = — h F.z (8.13) 

(J.6 

ce qui s'ecrit encore : 

dW m = v.i.dt - F.z.dt (8.14) 
En ecrivant la loi de Lenz sous la forme v.dt = d(fi, on obtient : 

dW m = i.d(p - F.dz (8.15) 

De cette relation, il ressort que l'energie magnetique est une fonction d'etat 
qui s'ecrit en fonction des variables d'etat <f> et z, soit W m = W m ((p,z). On 
en deduit aussi : 

8Wm ^ z) = i (8.16) 



8(f) 



dW m {<P,z) 
dz 



-F (8.17) 



La premiere de ces deux relations signifie que, pour une position z constante, 
l'energie magnetique peut s'ecrire en integrant le courant : 

W m ((f>,z)= I i((f>,z).d(i> (8.18) 
Jo 

a condition de connaitre l'expression i(<f>, z) du courant en fonction du flux et 
de la position 6 . La seconde relation signifie que la force exercee par le systeme 
electromecanique sur sa charge est la derivee de l'energie magnetique par 
rapport a la position a flux constant. 



6 On vcrifie que cette definition est bien equivalente a celle de la relation 8.12 car 
A(f> = n.BAS et i = l -^f. 
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Pour une systeme presentant un degre de liberte mecanique en rotation, 
on obtient des resustats equivalents en remplagant la position lineaire z par 
la position angulaire 9 et la force F par le couple C. L'energie s'ecrit alors 
W m ((j),9) et le couple s'ecrit : 

C = _g^M. (8.19) 
09 

Cas d'un systeme non sature 

Pour un systeme lineaire (absence de saturation magnetique), le flux est 
proportionnel au courant, donnant une relation = LA ou L est l'induc- 
tance. Pour un systeme electromecanique articule, l'inductance depend de 
la configuration et s'ecrit L(z), ce qui donne = L(z).i. La relation 8.18 
permet de calculer l'energie magnetique avec i(4>,z) = : 



W m (<l>,z) = / -f-.dcj) (8.20) 

Jo L \ z ) 

A? 

(8.22) 



2L(z) 

L'equation 8.18 donne alors l'expression de la force : 

p = dW m ((l>,z) 

dz 

2 dL(z) 



2L\z) dz 



(8.23) 
(8.24) 



= -f^l (8.25) 
dz 

Une force apparait en presence de courant dans le mesure ou l'inductance 
depend de la position. 

Force produite par un aimant 

Soit un aimant de section S attirant une piece metallique ferreuse situee a 
une distance z de l'aimant. Supposons que le champ situe entre l'aimant et la 
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piece so it uniforme de module B. La densite d'energie magnetique contenue 
dans l'air entre la piece et l'aimant est \B.H avec B = fi^.H. L'energie 
magnetique contenue dans l'espace de volume S.z entre l'aimant et la piece 
est done W m = En notant le flux = B.S, on peut ecrire l'energie en 

fonction du flux et de la distance : W m {4>, z) = j^s^ l - z - La force s'ecrit alors 
selon 1' equation 8.17 : 




(8.26) 



ou encore : 

F 

Le signe negatif de la force exprime qu'il s'agit d'une force qui s'exerce dans la 
direction opposee a celle de l'axe z ; il s'agit done bien d'une force attractive. 



B 2 S 
2u 



5.27) 



8.2 Transformateur 

8.2.1 Constitution 

Un transformateur est constitue d'un circuit magnetique sur lequel sont 
enroules deux circuits electriques ; l'un est appele primaire, l'autre secondaire. 
Notons 1Z la reluctance du circuit magnetique, ri\ le nombre de spires du pri- 
maire et n 2 le nombre de spires du secondaire. Notons vi, v 2 , %\ et i 2 les ten- 
sions et courants respectivement au primaire et au secondaire. Considerons 
le cas ou les fmm primaires et secondaires s'ajoutent (£ = n\i\ + n 2 «2)- 
Choississons la convention recepteur au primaire et au secondaire. 



8.2.2 Equations du transformateur 

Notons $ le flux magnetique circulant dans le circuit magnetique. La loi 
d'Hopkinson donne : 

11® = n 1 i 1 + n 2 i 2 - (8.28) 

Le flux $ coupe n\ fois le circuit electrique primaire et n 2 fois le circuit 
electrique secondaire. Notons <f>i — ni.$ le flux vu par le circuit primaire et 
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2 = n 2 .& le flux vu par le circuit electrique secondaire. On a : 

n x 2 n x n 2 . 

n x n 2 . n 2 2 . 
vi n n 



ce qui s'ecrit 



01 = L 1 i 1 + Mi 2 

02 = Mil + ^2«2 



(8.29) 
(8.30) 



(8.31) 
(8.32) 



ou Li et L 2 sont les inductances propres respectivement du primaire et du se- 
condaire (en Henry, H) et M est la mutuelle inductance primaire/secondaire. 
En convention recepteur, les equations aux tensions s'ecrivent : 



Vl (t) = 
v 2 (t) = 



d0i(t) d$(t) 



dt 
d0 2 (t) 
dt 



n 2 - 



dt 



(8.33) 
(8.34) 



Ces equations de flux et de tensions peuvent etre presentee sous la forme du 
schema de la figure 8.2 ou les deux points indiquent les bornes pour lesquelles 
un courant entrant produit une fmm positive. 

Les tensions primaires et secondaires sont proportionnelles : 



ou m 



ni 



v 2 (t) = m.vi(t) 
est le rapport de transformation. 



(8.35) 




Fig. 8.2 - Modele du transformateur a trois inductances 
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8.2.3 Modele du transformateur ideal 

Dans le cas ou la reluctance du circuit magnetique est tres faible et que 
Ton peut negliger le terme 1Z§ dans l'equation 8.28, on obtient la relation 
n\i\ + n 2 %2 = 0, soit 

i^t) = -m.i 2 {t) (8.36) 

Dans ce cas, les courants sont proportionnels. Cette propriete est utilisee dans 
des transformateurs particuliers appeles transformateur de courant et utilises 
pour reduire un courant que Ton cherche a mesurer. Dans tous les modeles 
de transformateur, on trouvera ce quadripole, represente sur la figure 8.3 et 
on le qualiflera de transformateur ideal. 



m 




Fig. 8.3 - Transformateur ideal 



8.2.4 Prise en compte de l'energie magnetique 

Pour les transformateurs usuels, le terme 1Z§ apparaissant dans l'equation 8.28 
n'est pas negligeable. cette relation peut s'ecrire : 

h(t) + m.i 2 (t) = — $(t) (8.37) 
ni 

K 



. 2 



n(t) (8.38) 

(8.39) 
(8.40) 



Notons i m (t) = ii(t)+m.i2(t) ce courant verifiant done <p\ = L\i m {t). Partant 
du primaire, le modele represente sur la figure 8.4 est done compose d'une loi 
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de nceud i m (t) = ii(t)+i' 2 (t) ou i' 2 (t) = m.^i). La branche i m {t) part ensuite 
a travers l'inductance L\. Le courant i' 2 (t) part ensuite dans un transforma- 
teur ideal ou il ressort en % 2 . Le modele du transformateur comprend done 
un transformateur ideal et une inductance appelee inductance magnetisante 
modelisant l'energie magnetique + m.i 2 ) 2 stockee. Le modele initial 

de la figure 8.2 reste valable avec M = m.L-y et L 2 = m 2 .L\. 




Fig. 8.4 - Transformateur parfait avec son inductance magnetisante 



8.2.5 Prise en compte des fuites magnetiques 

Dans la pratique, tout le flux produit au primaire n'atteint pas le se- 
condare (et vis- versa). Certaines lignes de champ entourent les spires du 
primaire mais n'atteingnent pas le secondaire, formant un flux de fuite pri- 
maire Le flux principal est alors retranche d'une partie du flux selon la 
relation n\.Q — <f>i — </>/i. De meme au secondaire avec un flux de fuite 0/2, 
on a n2.$ = 02 — 0/2- La flux de fuite du primaire ne concernant que la 
bobine primaire, on a done 4>h = en aDsence de saturation ou iV\ est 
l'inductance de fuite du primaire; de meme au secondaire avec 0/ 2 = iV^- 

0i(t) = JViii(*)+m$(t) (8.41) 
2 (O = N 2 i 2 (t)+n 2 §(t) (8.42) 

En reprenant l'expression $(t) = ^Hi(i) + ^^(^) tiree de 8.28, les flux 
s'ecrivent : 



X = L x i x + Mi 2 (8.43) 
02 = Mi ± + L 2 i 2 (8.44) 
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avec U = Nx + ^, L 2 = N 2 + ^ et M = ™ ; le modele de la figure ?? 
reste valable. On definit alors a = 1 — appele coefficient de dispersion un 
nombre caracteristique de l'importance relative des fuites. Ce coefficient est 
mil en absence de fuite et croit avec leur augmentation. II est generalement 
de l'ordre de quelques pourcents. Le modele du transformateur peut alors se 
mettre sous la forme de la figure 8.2. 

Dans le cas present, le rapport m entre les tensions primaires et secon- 
dares n'est plus assure qu'a vide (i 2 (t) = 0). On peut neanmoins partir 
sur la meme idee que dans le paragraphe precedent et definir le courant 
magnetisant i m (t) et l'inductance magnetisante L m tels que 0i(t) = L m i m (t). 
Avec l'equation 8.43, on obtient i m (t) = ii(t) + m.i 2 (t) avec m = j£. En 
eliminant i\(i) dans les equations 8.43 et 8.44, on obtient : 

Mt) = m.Mt) + N s .i 2 (t) (8.45) 

ou N s = L 2 — j^- est l'inductance des fuites totalisees au secondaire. 

Le modele correspondant s'obtient a partir du modele precedent en ajou- 
tant l'inductance N s en serie avec la partie secondaire du transformateur. 
A cause de cette inductance supplementaire, on n'a plus la relation v 2 (t) = 
m.Vi(t) a moins d'avoir i 2 (t) = 0. Remarquons que les fuites magnetiques ne 
font apparaitre aucun terme resistif et n'aucasionnent done pas directement 
de pertes. 



8.2.6 Pertes Joule 

Les circuits electriques du primaire et du secondaire presentent une cer- 
taine resistance au passage du courant. Notons R\ et R 2 ces resistances qui 
peuvent se deduire de la longueur l k du conducteur, de sa section S k et de 
sa resistivite p k par la formule : Ru = l -jP L . Pour les conventions choisies, les 
equations des tensions s'ecrivent alors : 

Vl (t) = R 1 Mt) + d ^- (8.46) 
v 2 (t) = R 2 .i 2 (t) + d ^- (8.47) 



Le modele s'ecrit en ajoutant au modele precedent les resistances R\ et R 2 
en serie respectivement au primaire et au secondaire du schema precedent. 
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Les pertes Joule totales sont en moyenne egales a Ri-h 2 + Ri-I^ ou I\ 
et I2 sont les valeurs efficaces respectives de ii(t) et de ii(t). On parle aussi 
de pertes cuivre meme si les conducteurs sont parfois en aluminium. 

8.2.7 Pertes fer 

Les pertes dans le materiau magnetique, appelees pertes fer, ont deux 
origines. 

Les pertes par hysteresis correspondent au cycle d'histeresis de la ca- 
racteristique B(H) du materiau magnetique. Pour un materiau magnetique 
de volume V occupe par un champ uniforme, l'energie magnetique qu'il faut 
lui fournir pour atteindre un etat magnetique donne s'ecrit : 

W m = V [ HAB (8.48) 
Jo 

Considerons un regime periodique de periode T — j. Au bout d'une periode, 
le systeme revient au meme etat energetique defini par des valeurs de B et 
H et n'a done pas accumule d'energie. Pourtant la quantite d'energie fournie 
au materiau V j* +T HAB n'est pas nulle puisqu'elle est proportionnelle a la 
surface du cycle d'hysteresis de la caracteristique du materiau. Cette energie 
correspond done a des pertes. 

La surface du cycle d'hysteresis est d'autant plus grande que la valeur 
maximale B m de B est grande. On peut approcher cette surface par une 
fonction quadratique de la forme \B m 2 . Les pertes magnetiques pendant une 
periode T sont alors \B m 2 V et la puissance de pertes est XhB^V f . 

Les pertes par courant de Foucault sont dues aux courants induits 
dans le materiau magnetique par les variations de champ. En effet, comme 
tout conducteur 7 , ils reagissent aux variations du champ magnetique par la 
presence de champ electrique donnant a son tour naissance a des courants 
induits. La resistivite du circuit magnetique entraine alors des pertes Joule 
dues aux courants induits. L'amplitude du courant induit est liee a l'ampli- 
tude de la derivee du champ et done a B.f. La densite des pertes est p.j 2 ou 

7 Les materiaux magnetiques comme les tolcs FeSi couramment employes sont choisis 
pour leur permeabilite magnetique elevee ; il ne sont pas de tres bons conducteurs du 
courant magnetique mais sont loin d'etre des isolants electriques. 
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p est la resistivite et j la densite de courant, les pertes en regime alternatif 
de frequence /, sont de la forme XfB^V f 2 . Les circuits magnetiques sont 
generalement feuilletes arm de limiter l'amplitude des courants induits et de 
reduire ainsi ces pertes. 

Les pertes totales s'ecrire B m 2 .f 2 .V '.(Xf + ^jr)- En regime sinusoidal, 
les amplitudes sont egales aux valeurs efficaces multipliees par y/2 et on a 
U = u.& e Q ou to = 2.71. f est la pulsation. On peut alors ecrire B m = V^^g 
ou S est la section du materiau. Les pertes fer s'ecrivent alors : 

U 2 

P f = — (8.49) 
K f 

ou Rf = v (A F +A g //) es ^ un parametre du modele appele resistance des pertes 
fer qu'il faut ajouter en parallele sur l'inductance magnetisante. 



8.2.8 Modeles simplifies 

Le modele obtenu maintenant depend de 6 parametres (le rapport de 
transformation m, l'inductance magnetisante L 1; l'inductance des fuites N s , 
les resistances primaire R\ et secondaire i?2- Dans la pratique, on opere 
un certain nombre d'operations permettant d'aboutir a un modele simplifie 
dependant de 5 parametre. 



L'hypothese de Kapp est une approximation permettant de transformer 
un quadripole compose d'une impedance Z x en serie et d'une impedance en 
parallele Z_ 2 ou Z\ en un quadripole ou la place de Z_y et Z_ 2 sont 

echangees. Decette maniere, la resistance R\ est ramenee a l'entree du trans- 
formateur ideal et les parametres L m et Rf relatifs au circuit magnetiques 
sont ramenes en tete du primaire. 



Le passage du primaire au secondaire du transformateur ideal d'une 
impedance peut-etre fait sans approximation a condition de multiplier l'impedance 
par m 2 . Ainsi, la resistance du primaire peut etre placee au secondaire du 
transformateur ideal, transformee alors par m 2 .Ri. 

Exercice 36 (Passage du primaire au secondaire) Soit deux quadripoles, 
le premier compose d'un transformateur ideal de rapport m et d'une impedance 
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Z_ x en serie avec le primaire; le second compose du meme transformateur 
ideal de rapport m et d'une impedance Z_ 2 en serie avec le secondaire. 

1. Determinez la transmittance Ti du premier quadripole definie par \V_ 1 I_ 1 ] T = 
Ti.[V_2 1 2 } T . 

2. Determinez la transmittance T 2 du second quadripole definie par \V_ 1 I_ 1 ] T = 
T2.[V 2 h} T - 

3. Montrez que, moyennant une certaine condition que vous expliciterez, les 
deux quadripoles sont totalement equivalents. 

Exercice 37 (Passage du primaire au secondaire, impedance en parallele) 

Meme exercice que le 36 en considerant cette fois des impedances en parallele 
et non en serie. 

Le modele resultant est obtenu en echangeant les places des impedances 
series N s et m 2 .R x . On peut ensuite combiner les pertes Joule en une seule 
resistance R s = m 2 .Ri + R 2 , aboutissant au modele de la figure 8.5. Les 6 
parametres sont alors m, L±, Rf, N s , R s . 




Fig. 8.5 - Modele utilise en pratique du transformateur 



8.2.9 Estimation des parametres 

Les valeurs numeriques des parametres du modele d'un transformateur 
peuvent etre estimees a partir d'un certain nombre de mesures. 

Estimation des resistances des enroulements 

Les resistances respectives du primaire et du secondaire peuvent-etre es- 
timees par des mesures volt-amperemetriques en courant continu. En effet, en 
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courant continu, il n'y a plus de variation de flux et les equations de tension 
se simplifient en 8 : 



Apres avoir alimente le circuit primaire en continu sous courant nominal 9 , on 
mesure les valeurs moyennes V\ de vi(t) et I± de ii(t). On estime R± — ^. 
On fait ensuite la meme operation avec le circuit du secondaire. 

Essai a vide 

Dans cet essai, on alimente le primaire sous tension alternative sinuso'idale 
et on laisse le secondaire ouvert. Au primaire, on mesure les valeurs efficaces 
V\ de la tension et l\ v du courant ainsi que la puissance P± v . Au secondaire, 
on mesure la valeur efficace V 2v de la tension. 

A vide, la tension dans la branche serie du rotor, composee de la resistance 
R s et de l'inductance N s , est nulle puisqu'aucun courant n'y circule. Alors, 
on a : V 2v = m.V lv , ce qui permet d'estimer le rapport de transformation m. 

La puissance active absorbee est egale a ce qui permet d'estimer 

«/ = £■ ' 

La puissance active absorbee Q lv est egale a -p-^ et peut-etre estimee 

par P\ v 2 + Qi v 2 = (V\.Ii v ) 2 , ce qui permet d'estimer L m = — . 

Une fois connu le rapport de transformation m, on peut aussi estimer la 
resistance R s = m 2 .R\ + i? 2 . 

Essai en court circuit 

Dans cet essai, on court-circuite le secondaire du transformateur et on 
alimente le primaire sous tension alternative sinusoiale reduite 10 . On mesure 
au primaire les valeurs efficaces V\ cc de la tension et l\ cc du courant ainsi que 
la puissance P\ cc - Au secondaire, on mesure la valeur efficace I2 CC du courant. 

8 Rcmarquons que les equations suivantes sont valables sur les valeurs moyennes des 
signaux meme si les tensions et courant ne sont pas constants. 

9 On fait bien attention dans ce genre d'essais a alimenter le circuit sous une tension 
reduite; en effet, en absence de fern, le courant croit tres rapidcmcnt. 

10 Pour cet essai egalement, il s'agit de faire varier la tension du primaire de manierc 
tres progressive car le courant augmente de maniere tres rapide. 



v 2 (t) 



RiMt) 
R 2 .i 2 (t) 



(8.51) 
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Dans cet essai, il est classique de negliger les puissances active et reactive 
absorbees par le circuit magnetique (L m et Rf) devant celles absorbees par 
les impedances en serie (R s et N s ). Bien que deja connue, la resistance R s 
peut a nouveau etre estimee par un bilan d'energie active : P\ cc = R s .I 2 cc 2 - 
L'inductance iV s peut-etre estimee par un bilan d'energie reactive Q\ cc = 
N s .uj.I 2 cc en calculant Qi cc a partir de Pi cc 2 + Qi cc 2 = {Vi cc .Ii cc ) 2 . 



Chapitre 9 

Les moteurs electriques 



9.1 Generalities 

9.1.1 Terminologie 

Un moteur electrique est constitue de deux parties distinctes. L'une, ap- 
pelee stator, est fixe. L'autre, appelee rotor, peut se deplacer en rotation 
autour d'un axe. Generalement, le rotor est place a l'interieur du stator mais 
ce n'est pas obligatoire. II existe en effet des moteurs inverses ou le rotor est 
place a l'exterieur. 

Pour designer les moteurs, on parle souvent d'actionneurs, terme plus 
general qui met l'accent sur le fait que le moteur produit une action. Le terme 
d'actionneur n'est pas limite au domaine electrique et on parle par exemple 
d'actionneur pneumatique ou hydraulique. Les actionneurs electriques les 
plus repandus sont les actionneurs rotatifs ; il existe egalement des action- 
neurs electriques lineaires ou le rotor suit un mouvement de translation. 

Un moteur est egalement qualifie de convertisseur electromecanique car il 
transforme l'energie electrique que lui fournit son alimentation en energie 
mecanique permettant d'entrainer une charge. Depuis la fin du XlXeme 
siecle, on sait que ce principe de conversion electro-mecanique est reversible. 
Ainsi, dans certaines configurations, le transfert de l'energie s'inverse et le 
moteur se retrouve a fournir de l'energie electrique a sa source a partir de 
l'energie mecanique. Ce type de fonctionnement en mode generateur est uti- 
lise pour la production d'energie electrique notamment par les alternateurs. 
Quant on s'interesse a un convertisseur electromecanique sans parti-pris de 
convention (moteur ou generateur), on parle alors de machine electrique, 
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terme qui regroupe les deux fonctionnement de moteur et de generateur. 

Tout comme l'energie electrique elle-meme, on distingue deux grands 
types de moteurs : les moteurs a courant continus (DC motors en anglais) et 
les moteurs a courant alternatif (AC motors). Parmis cette derniere famille, 
on distingue les moteurs synchrones dont la vitesse de rotation est rigidement 
liee a la pulsation des courants des moteurs asynchrones. 



9.1.2 Principe general de la conversion elect romecanique 

Cas general 

Soit un circuit magnetique comportant un stator et un rotor. Ce systeme, 
parcouru par le flux $ et stockant l'energie magnetique W m regoit de l'energie 
electrique par l'intermediaire d'un circuit electrique comportant n spires, par- 
couru par un courant % et alimente par une tension u. Notons <fi = n$ le flux 
total coupant le circuit electrique. Le rotor du circuit magnetique est connecte 
mecaniquement a une charge a laquelle il fournit le couple mecanique C ; l'en- 
semble des parties mecaniques tournant a la vitesse Q. On note 6 la position 
angulaire du rotor et on a O = ^. 

La variation de l'energie interne du systeme est la somme des puissances 
absorbees soit : 

^ = ui-cn (9.i) 

dt v 1 

En negligeant la resistance du circuit electrique, on peut ecrire la loi de ; 
Lenz : u — ce qui donne : 

^ = ,^_ c f (9 . 2) 

dt dt dt v ' 

Si on considere que l'energie interne peut s'ecrire comme une fonction du 
flux et de la position, soit W m (<f>, 9), sa derivee totale par rapport au temps 
s'^crit * 

dwj&e) = dw m d(i) dw m dfi 

dt d<t> dt de dt ' [ ' ' 

En identifiant les deux dernieres equations, on obtient alors : 

dW m 
d<P ~ 1 



(9.4) 
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La premiere de ces deux equations permet d'ecrire l'energie magnetique pour 
une position 9 donnee : 

W m (<f>,6) = [ \(x,9)dx (9.6) 

Jx=0 

ou i(x, 9) est la valeur du courant correspondant au flux = x et a la position 
9. La seconde equation donne l'expression du couple : 

c - ae — (9 ' 7) 

ce qui signifie que le couple est lie aux variations de l'energie en fonction de 
la position a flux constant (et non a courant constant). 



Systeme non sature 

En l'absence de saturation magnetique, le flux est proportionnel au cou- 
rant et on peut ecrire = L{9)i. L'equation 9.6 s'ecrit alors : 

Wm{m = S1-! (9,8) 

et donne W m ((f), 9) = • Le couple s'ecrie alors grace a la relation 9.7 : 

2L 2 d^ 2 d^ 1 ' 

L'inductance est une fonstion periodique de 9. On peut alors imaginer le 
moteur fonctionnant comme suit : lorsque ^ est positif, on fait passer un 
courant i(t) = I > de maniere a imposer un couple positif. Lorsque ^ 
est negatif, on annule le courant pour annuler le couple, permettant ainsi au 
systeme de continuer a tourner avec son inertie jusqu'a ce qu'a nouveau la 
derivee devienne positive. 



9.1.3 Principe de fonctionnement 

Hypotheses generates 

L'espace separant le stator du rotor est generalement occupe par de Pair ; 
on le nome entrefer. Sa largeur est generalement inferieure au mn. On sup- 
pose que le champ est radial dans l'entrefer et ne depend que de la position 
angulaire £. II s'ecrit done -8(0 = B(£)u r ou B(£) est sa composante radiale. 
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Supposons que le stator produise dans l'entrefer un champ de la forme : 

B s (0 = Br x cos(pt-a s ) (9.10) 

II s'agit d'un champ a 2p poles (jp poles nord et p poles sud) a repartition 
spatiale sinudoidale cale sur l'axe £ = a s . 

Supposons que le rotor produise un champ de meme nature : 

B r (0 = Br x cos(pZ-a r ) (9.11) 

Les deux champs operent comme deux aimants et cherchent a se rapprocher. 
On peut facilement imaginer que le couple qu'appliquera le stator au rotor 
est de la forme : 

C = C max sin(a s - or) (9.12) 

En effet, ce couple est nul des lors que les champs du rotor et du stator sont en 
phase ; il est maximum pour un decalage d'un quart de periode. Lorsque c'est 
possible, on s'arrangera pour avoir a s — a r = ±| afin d'utiliser le moteur au 
maximum de son efficacite. Le couple pourra etre regie avec les amplitudes 
des champs B™ x et 5 r max . 

9.2 Moteur a courant continu 

Le champ dans une machine a courant continu a la propriete d'etre sta- 
tique avec par exemple a s — et a r — — |. Le champ du rotor est realise 
soit par des aimants permanents (pour les puissances inferieures au kW en- 
viron) soit par un bobinage dans lequel circule un courant appele courant 
d' 'excitation. 

9.2.1 Principe et equations 

Imaginons que le stator impose un champ constant sortant par un pole 
nord et entrant par un pole sud, l'axe du champ etant dans la direction 
a s = 0. Notons $ le flux de ce champ et S la surface sous un pole. 

Considerons que le rotor est forme d'une seule spire de section S parcourue 
par un courant i s et ayant une tension u s a ses bornes. On adoptera la 
convention recepteur. Soit L s l'inductance propre de cette inductance. C'est- 
a-dire que le champ regu par la bobine en absence de flux d'excitation ($ = 0) 
est (f> = L s i s . Soit 9 la position angulaire du rotor. Considerons le flux que voit 
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la spire en l'absence de courant (i s = 0). Suivant la postion de 9, le flux peut- 
etre positif, nul ou negatif. II s'agit d'une fonction periodique alternative de la 
position. En supposant que cette fonction soit sinusoidales et que le flux soit 
maximal pour 9 = ; on a done <fi = $ e cos(9) + Li s . L'energie magnetique qui 
s'ecrit comme l'integrale de i.dcf) est alors W m = i s <frcos(9) + \L% 2 . On peut 
determiner le couple en calculant la derivee de l'energie magnetique a flux 
constant ce qui donne C = — i s $sin(#). La tension s'ecrit par la loi de Lenz 
u — ^ soit u = — $ sin(9)Q + L^-. On peut distinguer la force-electromotrice 
induite par le champ du stator e s = — $ sin(#)f2. En tenant compte de la 
resistance interne R s de la spire, cela donne u s (t) = e s (t) + L s ^^ + R s i s (t). 

Si le courant i s etait constant, le moteur ne tournerait pas longtemps et 
s'immobiliserait dans la position de conjonction des champs du rotor et du 
stator 9 = 0. Pour maintenir un couple positif, il faut etre capable d'imposer 
un courant i s (t) qui est en permanence du signe oppose a sin(0). Le systeme 
mecanique qui realise cette fonction se nomme le collecteur 1 . Cette piece relie 
le courant d' aliment at ion continu a la spire par un contact glissant entre des 
lames de cuivre connectees a la spire et deux charbons par lesquels arrivent 
le courant d'alimentation i(t). Les equations s'ecrivent alors C = i$\ sin(0)| 
et e = $| sin(^)|Q. 

Dans la pratique, le rotor est equipe de nombreuses spires ce qui permet de 
lisser le couple et la force electromotrice. On concerve toutefois la dependance 
lineaire de la fern en fonction de la vitesse Q et du couple en fonction du 
courant. Les equations de Vinduit 2 s'ecrivent alors 3 : 

e(t) = k$Q(t) (9.13) 
C(t) = k$i(t) (9.14) 

u(t) = e(t) + L^f^- + Riit) (9.15) 
dt 

ou k est un coefficient sans unite dependant du bobinage du rotor, R est la 
resistance de l'induit ; L est son inductance. On notera que les deux premieres 
equations lient les grandeurs electriques, magnetiques et mecaniques alors que 

: Le collecteur est une piece d'usure et les balais doivent etre changes au bout d'un cer- 
tain temps. De plus le contact glissant entre un balais et les lames du collecteur produit des 
etincelles. De ce fait, les moteurs a courants continus sont exclul de certaines applications. 

2 Par opposition au stator qui a le role d'inducteur ou encore d'excitation, le rotor d'un 
moteur a courant continu est qualifie d'induit. 

3 Ces equations sont valables quelque soit le nombre de paires de poles de la machine. 
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la troisieme equation, qui est une equation differentielle, ne concerne que les 
grandeurs electriques. 

L 'evolution de la vitesse est determined par la relation fondamentale de 
la dynamique : 

j^± = C-C r (9.16) 

ou J est l'inertie du moteur et de l'ensemble des parties mobiles qui lui sont 
connectees (en Kg.m 2 ), C r est la somme des couples resistants (en N.m) qui 
frennent le moteur en s'opposant eu couple moteur. 



9.2.2 Differents types de moteurs 

Moteur a aimants permanents 

Le type de moteur a courant continu le plus repandu et notamment pour 
les petites puissances (< 1 kW) possede un stator equipe d'aimants perma- 
nents. Dans ce cas, le flux $ est constant et on peut reecrire les equations de 
la fern et du couple en faisant apparaitre la constante K — k$ : 

e(t) = KQ(t) (9.17) 
C(t) = Ki(t) (9.18) 

II apparait que la fern est rigidement liee a la vitesse et que le couple est lie 
au courant. 



Moteur a rotor bobine 

Pour les puissances plus importantes ou pour des applications parti- 
culieres, on utilise des rotors bobines. L'excitation est alors realisee par un 
electro- aimant parcouru par un courant d'excitation i e . 

Interessons nous aux variations du flux en fonction du courant d'excita- 
tion. A defaut de mesurer le flux, on peut estimer fc$ de la maniere suivante : 
on entraine la machine a courant continu grace a une autre machine a une 
vitesse Q. L'induit est maintenu ouvert de sorte d'avoir i(t) = 0, ce qui fait 
que la tension est egale a la fem : u(t) = e(t). En mesurant la tension et la 
vitesse, on peut determiner fc$ = ^. A titre d'exemple, une allure typique 
est donnee sur la figure 9.1. Cette caracteristique a la meme allure que la 
courbe B(H) d'un materiau magnetique. On observe une zone lineaire pour 
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Caracteristique du flux a" line MCC a rotor bobine 




0.5 1 1.5 2 2.5 



, e (A) 

Fig. 9.1 - Caracteristique du flux d'une MCC 



les faibles valeurs du courant oil on peut ecrire fc<£> = L e i e . Le coude de 
saturation apparait dans cet exemple aux alentour de 0,75 A. 

En tenant compte de la resistance R e du circuit d'excitation, l'equation de 
la tension s'ecrit : u e {t) = R e i e (t) + ^ ou u e (t) est la tension d'alimentation de 
l'inducteur. En regime permanent, le courant se stabilise a i e = j*-. En regime 

lineaire, le regime transitoire peut aussi s'ecrire : u e (t) = R e i e {t) + L e ^^-. 

Les moteurs a rotor bobine offrent differentes possibilites quant a l'alimen- 
tation du circuit d'excitation. On peut utiliser une alimentation independante 
permettant alors de regler le flux de maniere arbitraire. Si on ne dispose pas 
d'alimentation supplement aire a dedier a l'excitation, il faut alors utiliser 
la meme alimentation que pour l'induit en le couplant soit en serie, soit en 
parallele. 

Moteur universel 

Considerons le cas du moteur a excitation serie non sature. Avec i e (t) = 
i(t), son couple s'ecrit alors : C(t) = L e i 2 {t). Ainsi, on observe que le couple 
est positif quelque soit le signe du courant. II s'agit done d'un moteur capable 
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de fonctionner aussi bien sous alimentation continue qu'alternative. Pour 
cette raison, on le nomme moteur universel. Ces moteurs sont utilisees pour 
des applications bas cout de faible puissance comme les perceuses electriques. 

9.3 Moteur synchrone 

On considere la machine synchrone a poles lisses, a entrefer uniforme et en 
regime lineaire (absence de saturation magnetique). Le champ dans l'entrefer 
est considere comme radial a tout instant et s'ecrit £?(£) = B(£)ift. en un 
point situe a un angle £ par rapport au repere du stator. 

9.3.1 Stator des machines a courant alternatif 

Le stator des machines synchrones et asynchrones sont identiques. Pour 
une machine triphasee, il est consitue d'un ensemble de trois bobinages a 
2p poles, places dans des encoches, note 'a', '6' et 'c', regulierement espaces 
et orientes dans les directions £ = 0, £ = |^ et £ = et respectivement 
parcourus par les courants i a (t), ibit) et i c (t). Sous l'hypothese du premier 
harmonique (hypothese de la repartition spatiale sinuso'idale des champs), ils 
produisent respectivement dans l'entrefer trois champs de la forme : 

B a (0 = A a i a (t)cos(p£) (9.19) 

B b (0 = X s i b (t)cos(pC-—) (9.20) 

27T 

B c (0 = \ s i c (t) cos( P Z+ — ) (9.21) 

En absence de saturation (regime lineaire), le champ resultant est la somme 
des trois champs : 

B s (£,t) = \ s li a (t) cos(p£) + i b (t) cos(p£ - — ) + i c (t) cos(p£ + — / 

(9.22) 

Dans le cas d'une alimentation sinuso'idale avec : 

i a (t) = I m cos(ujt + a) (9.23) 

i b (t) = I m cos(cot + a- —) (9.24) 

2tt 

i c (t) = I m cos{ut + a^ ) (9.25) 

3 
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le champ resultant s'ecrit alors : 

B a (£, t) = ^\J m cos(p£ -cot -a). (9.26) 

II s'agit d'un champ tournant, de meme nature que celui produit par le rotor 
d'un moteur synchrone. Sa vitesse de rotation ^ est rigidement liee a la 
pulsation oj des courants. Ce resultat est connu sous le nom de theoreme 
de Ferraris. Par rapport au principe general de fonctionnement expose au 
paragraphe 9.2.1, on a a s = ^±^. 



9.3.2 Constitution du rotor 

Le rotor est constitue d'une roue polaire a 2p poles alternativement nord 
et sud. En notant 9 Tangle que fait un pole nord du rotor avec le stator et 
sous l'hypothese de la repartition sinuso'fdale, le champ produit dans l'entrefer 
s'ecrit : 

B r (^t) = Br x cos(pt-p9). (9.27) 

II s'agit d'un champ tournant; sa vitesse de rotation est f2 = ^. Par rap- 
port au principe general de fonctionnement expose au paragraphe 9.2.1, on 
a a r = 9. Ce champ peut-etre produit par des aimants permanents et dans 
ce cas, l'amplitude du champ est fixee. II peut egalement etre produit par un 
bobinage alimente par un courant continu I r ; dans ce cas, l'amplidude du 
champ est variable et reglable a travers 4 I r . Dans le cas lineaire, on pourra 
ecrire 5™ ax = \ r I r . 

En fonctionnement normal, les champs du stator et du rotor tournent a 
la meme vitesse, ce qui donne la relation suivante : 

Q=-. (9.28) 
p 

On dit qu'ils sont synchrones, d'ou le nom de la machine. Par la suite, on 
supposera que les champs sont synchrones et que 9(t) = fit + 9q. En moteur 
l'obligation d'avoir des courants statoriques en phase avec la position du rotor 
donne lieu au principe de V autopilotage. C'est-a-dire que pour maintenir un 
couple constant dans la machine, il faut alimenter la stator avec des courants 

4 La problcmatiquc est la meme que, pour l'excitation du moteur a courant continu ; La 
caracteristique du flux en fonction du courant d'excitation donnee dans la figure 9.1 reste 
d'actualite. 
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dont la phase est determinee par la position du rotor. Ainsi, c'est la machine 
elle-meme qui pilote ses courants d'ou le terme d'autopilotage. 5 

9.3.3 Force-electromotrice induite 

Soit une spire placee au stator et orientee selon l'angle mecanique (3 
constitute d'un conducteur aller place a l'angle (3 — ^ et d'un conducteur re- 
tour place a l'angle Le champ etant radial, il est pratique de considerer 
comme surface une portion de cylindre delimitee par la spire, donnant ainsi 
dS = dS-Wf et BdS = B x dS. Le champ etant uniforme selon la longueur 
de la machine, on peut done considerer des elements de surface qui sont des 
portions de cylindre d'angle de longueur L et de surface RLd^ oil R est 
le rayon moyen de l'entrefer. Calculons le flux produit par le champ du rotor 
dans cette spire : 

<M0 = / B r (Z,t)RLdti (9.29) 

J 

= RLB™ ax / cos(p£ - P 9)d£ (9.30) 

o D t nmax 

= y cos(p9- P p) (9.31) 

De maniere analogue, le flux produit par le champ du stator s'ecrit : 

2,RLB max 

(j) S fs(t) = -^cos(ujt + a -p/3) (9.32) 

Pour obtenir le flux dans les trois phases du stator, il suffit de consierer 
respectivement pf3 = pour la phase 'a', pf3 — pour la phase '6'et p(3 = 
— ^ pour la phase 'c', donnant ainsi un systeme triphase equilibre de flux. 
Si on s'interesse desormais a la phase 'a', on peut noter : 

m = dfexpUpO) (9.33) 

ce qui signifie que le vecteur de Fresnel representatif du flux tourne avec la 
position du rotor et pour le flux produit par le stator : 

= r *exp(j(^ + a)). (9.34) 



5 Lc tcrmc commercial le plus courant pour designer le moteur synchronc autopilote 
est celui de DC brushless, e'est-a-dire de moteur a courant continu sans balais. En effet, 
l'ensemble moteur synchrone et electronique de commande est alimcntc en continu. 
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On remarque que le flux produit par le stator est en phase avec son propre 
courant. De plus, en regime lineaire (en absence de saturation magnetisue), 
on peut considerer que l'amplitude du flux est proportionnelle a l'amplitude 
I m du courant et ecrire 0™ ax = L s I m , d'ou : 

ou J a est le vecteur de Fresnel representatif de i a (t). 

Le flux resultant <j) a est la somme des flux produits par le stator et le rotor 
{4>a = 4> + ). La force-electromotrice totale e a (t) s'ecrit en convention 

v - — —ra —sa' y ' 

generateur e a = —^f, soit en vecteurs : 

E a = -ju^ (9.36) 

= E Qa - 3 LM_ a (9.38) 
ou E Qa est la force-electromotrice a vide de la phase 'a'. 



9.3.4 Modele de Behn-Eschenburg 

En tenant compte du flux de fuites <f> = Lfal^ et de la chutte de tension 

— JO, 

resistive R s L a ou Lf a et R s sont respectivement l'inductance des fuites et la 
resistance d'induit du stator, on obtient : 

V sa = E a - 3 L s ujI_ a -R s I_ a . (9.39) 

En notant X s = (L s + Lf s )u la reactance synchrone, on obtient le modele de 
Behn-Eschenburg permettant de modeliser les machine synchrones a poles 
lisses en regime non-sature : 

V sa = E 0a -jX s L a -R s L a . (9.40) 

Dans ce modele, on considere la vitesse et la freqence comme contantes ; 
la force electromotrice depend done uniquement du courant d'excitation : 
E a = E (I r ) ou I r est le courant d'excitation pour un rotor bobine. Dans le 
cas d'un moteur a aimants, E a est contant egal a E . 

Naturellement, cette etude faite pour la phase 'a' reste valable pour les 
autres phases. II faudra done considerer que chacune des phase de la machine 
synchrone est modelisee par la mise en serie d'une f.e.m. sinusoidale, d'une 
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reactance synchrone et d'une resistance. Ann de simplifier les equations, on 
pourra etre amene a negliger la resistance de l'induit. On ne negligera ce- 
pendant jamais la reactance synchrone qui est un parametre essentiel de 
la machine ; en effet, il represente la reaction magnetique d'induit, c'est-a- 
dire l'effet des courants d'induit sur le champ dans l'entrefer, phenomene 
fondamental dans les machines tournantes. Remarquons d'ailleurs que cette 
RMI n'est pas compensable alors que c'etait le cas pour le moteur a courant 
continu. 

9.4 Moteur asynchrone 

On parle egalement de moteur a induction. 

9.4.1 Constitution 

Le stator d'un moteur asynchrone est identique a celui d'une machine 

synchrone. II est done constitue d'un enroulement triphase a 2p poles qui, 

lorsqu'il est parcouru par des courants a la pulsation u, cree un champ tour- 

nant a la vitesse - . 

v 

Le rotor d'une machine asynchrones est une structure purement passive. 
Differentes technologies sont disponibles. 

Rotor a cage 

C'est la technologie de loin la plus repandue. Le rotor est constitue d'un 
ensemble de barres conductrices le plus souvent en aluminium et parfois 
en cuivre qui sont reliees entre elles a chaque extremite par un anneau de 
court-circuit. Ce systeme de conducteurs de courant est coule dans un empi- 
lage de tolles magnetiques qui favoriseront le passage du champ magnetique 
entre les condusteurs, permettant ainsi la creation de courants par induction 
magnetique. 

Rotor bobine 

Le rotor peut-etre constitue d'une structure identique a celle du stator ; 
e'est-a-dire un systemes polyphase de conducteurs a 2p poles. En utilisation 
courante, ces conducteurs sont court-circuites. 
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9.4.2 Principe de fonctionnement 

Afin d'expliquer plus simplement le fonctionnement, considerons le cas 
d'un rotor bobine. Les structures sont done identiques au stator et au rotor ; 
on sait que la vitesse du champ produit par les courants est rigidement liee 
a leur pulsation. 

Imaginons que le rotor tourne a la vitesse Q. En se plagant dans un 
referentiel lie au rotor, on voit le champ tourant circuler a la vitesse ^ — Q. 
Ce champ tourant donne done naissance au rotor a des fern et a des courants a 
la pulsation uj t ou y = j } — Q. Notons u r = guj ou g est appele glissement. On 
peut alors ecrire Q = (1 — g)^. Un glissement unitaire correspond a l'arret ; 
un glissement nul correspond a une vitesse de rotation egale a la vitesse du 
champ tourant. 

Les courants induits obeissent a la loi de Lenz, e'est-a-dire qu'il s'opposent 
aux variations de champ. Dans quelle situation le rotor ne voit-il pas de 
variation de champ ? Uniquement lorsqu'il tourne a la meme vitesse que le 
champ tournant, e'est-a-dire pour un glissement nul. Dans ce cas precis, il 
n'y a pas de courant induit et done pas de couple. Si la vitesse du rotor 
ralentit, devenant ainsi inferieure a celle du champ tournant, les courants 
induits agissent de sorte de ramener le rotor a la vitesse de synchronisme. lis 
vont ainsi produire un couple positif. Au contraire, si la vitesse est superieure 
a la vitesse du champ tournant, le couple produit par les courants induits 
est negatif. On peut done postuler que le couple est de meme signe que le 
glissement. 



Modele du transformateur tournant 

La machine asynchrone peut-etre considered comme un transformateur 
particulier dans lequel les grandeurs du rotor sont a la pulsation guo. En 
notant Y_ s et V_ r les tensions d'une phase du stator et du rotor ; J s et J r les 
courants ; R s et R r les resistances ; L s et L r les inductances propres et M la 
mutuelle inductance, les equations s'ecrivent : 



9.4.3 Modelisation 



Y-r 



RsL s + j^ts 

Rrlr + jg^tr 




(9.42) 
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ou les flux s'ecrivent : 

s = L s L s + ML r (9.43) 
t = MI_ s + L r I_ r (9.44) 

Le rotor etant court-circuite (V r = 0), l'equation de la tension du rotor s'ecrit 
alors en divisant par g : 

O = y/ r +J^0 r (9.45) 

Les equations 9.41 et 9.43 a 9.45 sont celles d'un transformateur court-circuite 
au secondaire dont la resistance du secondaire serait — . 

Les differents modeles du transformateur developpes dans la partie 8.2 
sont valables. En ramenant l'ensemble des grandeurs au primaire du trans- 
formateur ideal, on obtient le schema equivalent represente sur la figure 9.2 
ou L m est l'inductance magnetisante ; Rf est la resistance des pertes fer; N 2 
est l'inductance totale des fuites ramenees au stator ; R 2 est la resistance du 
rotor ramenee au stator (R 2 = R r /m 2 ou m est le rapport de transforma- 
tion). On a J 2 = m L 2 - Chaque phase du moteur est done equivalent a une 
impedance Z(g) dependant du glissement. 

Z{g) = R S + / — (9.46) 

jL m uj + R f + jN2U)+ ^ 




Fig. 9.2 - Modele du moteur asynchrone 
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Diagramme du cercle 

Si on neglige la resistance du stator, le modele s'ecrit sous la forme d'une 
admittance Y(g) = : 

Y(g) = + ^- + (9.47) 

Pour une tension V_ s donnee, le lieu du courant lorsque g varie est I s = 

V^ s Y_(g). En prenant V s = V s comme reference, cela donne I s = V s Y_(g). 

Cherchons maintenant a determiner ce lieu. Le lieu de — est l'axe reel. Le 

a 

lieu de jN 2 co + ^ est une droite parallele a l'axe reel et de partie imaginaire 
constante egale a 1N2UJ. Le lieu de — r- est un cercle passant par l'origine 

jN 2 u}+-f 

et le point d'afnxe —j/{N20j) qui est symetrique par rapport a l'axe imagi- 
naire. Le lieu de Y_(g) est un cercle de meme taille que le cercle precedent 
mais translate de l/Rf — j/(L m cu). Le lieu du courant est alors obtenu par 
une dilatation de coefficient V s . Sur ce cercle, on repere facilement les points 
correspondant aux glissements g = et g = 00 qui sont diametralement 
opposes. 

Exercice 38 (Diagramme du cercle) En negligeant la resistance du sta- 
tor, montrez que le lieu du vecteur de Fresnel du courant statorique est un 
cercle. Vous prendez le soin de dessiner tous les ensembles intermediaires 
vous permettant d'arriver a ce resultat. Precisez les points correspondant a 
g = et g = 00. 



9.4.4 Bilan de puissance 

Puissance electromecanique 

La resistance ^ ne correspond pas uniquement a des pertes. En effet, elle 
inclut egalement la puissance electromagnetique qui est la puissance conver- 
tie. En decomposant ^j- = R2 + ^^2, on observe que la puissance dissipee 
dans — se decompose en pertes Joule rotorique P jr = 3i?2^| = 3i? r /^ et puis- 
sance electro-mecanique P em = 3^i?2^2- Avec P em = C em Vl et f2 = (f — g)|, 
on obtient : 

C em =^ll (9.48) 
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qui est bien de meme signe que le glissement. 

La proportion entre les pertes Joule du rotor et la puissance electromecanique 
depend du glissement : P em = ^—^-Pj r . Si on note P2 = P em + Pj r la puissance 
echangee entre le stator et le rotor, on a Pj r = gP 2 et P em = (1 — g)P 2 . 

Fonctionnement moteur 

Le fonctionnement moteur correspond a g > 0. Le moteur absorbe l'energie 
electrique au stator P a = 3V S I S cos(0 s ) et fournit l'energie mecanique P u = 
C em fl (on negligera les pertes mecaniques). Les pertes sont : 

- les pertes Joule au stator P js = 3R s Ig, 

E 2 

- les pertes fer Pf = 3^, 

- les pertes Joule au rotor P jr = 3R r I^. 

Le rendement est r] = jr. La concervation de l'energie permet d'ecrire P a = 
P u + Pj S + Pf + Pjr- Si on ne tient compte que des pertes Joule au rotor, 
on obtient i] = = 1 — g. II s'agit d'un rendement idealise ; on a done en 
pratique 77 < 1 — g. 

Fonctionnement en generatrice 

Le fonctionnement en generatrice correspond a g < 0. La generatrice 
absorbe l'energie mecanique P a = C em VL et fournit l'energie electrique P u = 
3V s I s cos((f) s ). Les pertes sont inchangees et le rendement s'ecrit toujours 
77 = jr avec P a = P u + Pj S + Pf + Pjr- Dans le cas ou ne tient compte que 
des pertes Joule au rotor, on a P u = P 2 et P a = P em d'ou i] = Dans la 
pratique, on a r\ < 

9.4.5 Expression du couple 

Nous avons vu que le couple est de meme signe que le glissment. Cherchons 
desormais a determiner une expression analytique du couple. Pour cela, nous 
allons negliger les pertes Joule du stator (R s = 0) afin de simplifier les calculs. 
Le module du courant 7 2 est determine par : 
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En remplagant dans l'equation 9.48, et en rearangeant l'expression, on ob- 
tient : 

Cem = (9-50) 

9m 9 

ou g m = et C m = 2N^u 2 ■ ^ s ' a git d'une fonction impaire qui presente un 
maximum pour (g, C em ) = (g m , C m ) et un minimum en (g, C em ) = (-g m , -C m ) 

Sur la figure 9.3 est representee Failure du couple pour une machine a une 
paire de poles d'une puissance nominale de 1,5 kW. On observe que le couple 
a l'arret (g = 0) est relativement faible par rapport au couple maximal. Dans 
la pratique, la machine est utilisee sur une plage de glissement relativement 
faible entre — g m et g m . En dehors de cette palge, le rendement n'est plus 
acceptable. 



Couple d'une MAS 




glissement 



Fig. 9.3 - Couple d'une machine asynchrone 



Exercice 39 (Expression du couple de la machine asynchrone) A par- 
tir du schema equivalent d'une phase de la machine asynchrone represente 
sur la figure 9.2, montrez que si on neglige la resistance du stator, on peut 
ecrire le couple sous la forme C em = 2C m /(— + — ). Donnez les expressions 
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de C m et g m en fonction des parametres du modele, de la tension d' alimen- 
tation et de la pulsation. 

9.4.6 Identification des parametres 

La methode la plus classique pour determiner les valeurs des parametres 
de ce modele comporte deux essais : 

- un essai a vide (sans couple de charge) sous tension nominale, 

- un essai a rotor bloque 6 (g — 1) sous tension reduite ou a un glissement 
particulier g±. 

On peut au prealable estimer la resistance des pertes Joule du stator mais 
on peut egalement negliger sa valeur. 

Mesure de la resistance du stator 

La resistance R s d'un enroulement du stator est le seul parametres qui 
peut etre mesure de maniere independante des autres parametres. II suffit en 
effet d'alimenter une phase du moteur avec un courant continu, de relever les 
valeurs moyennes des tensions et courant et de determiner R s comme etant 
le rapport de la tension et du courant. 

Les valeurs des resistance etant sensibles aux variations de temperatures, 
il est recommande d'amener prealablement la machine a sa temperature clas- 
sique de fonctionnement avant d'effectuer cette mesure. 

Essai a vide 

L 'essai a vide est fait sous tension nominale sans charger la machine du 
point de vue mecanique. Notons Vo la tension stator, J le courant stator et 
Po la puissance totale absorbee par la machine. 

6 L'essai a rotor bloque presente deux inconvenients. Tout d'abord, il suppose que 
Ton soit capable de bloqucr mccaniquement l'axe de la machine alors que celui-ci est 
gcncralcmcnt protege pour des raisons de securite. De plus, a rotor bloque, les courants 
du rotor sont a la pulsation du stator uu, pulsation tres elevee par rapport a leur plage de 
fonctionnement habitucllc. Dans ce cas, des effets de frequence peuvent apparaitre entrai- 
nant des variations significatives des parametres et notamment des fuites. Ce phenomene 
est tres significatif pour les rotor a encoches profondes ou cet effet est utilise pour facilitcr 
le demarrage. Si on souhaite identifier un modele valablc pour le fonctionnement nominal, 
il est preferable de se limiter a des mesures pour ce regime. 
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On peut considerer que la vitesse a vide est egale a la vitesse de syn- 
chronisme, ce qui correspond a un glissement nul. La branche du rotor du 
modele est alors ouverte et il est possible d'estimer les parametres du circuit 
magnetique a partir des mesures a vide. En retranchant les pertes Joule du 
stator a la puissance absorbee (P i = Pq — 3R s Iq) et en calculant la tension 
E m aux bornes de L m : 

E m = \Jv Q 2 - RJ cos(0 o )\/ o + (Rsh) 2 (9.51) 

ou 0o est le dephasage de la tension par rapport au courant a vide. A partir 
d'un bilan d'energie active et reactive, on determine alors : 

r R . = 

l ^ m Qo 

avec Qo = a/ (3Vo/o) 2 — Pq - Remarquons que ces developpements sont sim- 
plifies si on neglie la resistance du stator car on a alors E m = V . 



Essai a glissement nominal oil a rotor bloque 

Soient gi, Vi, I\ et P\ les mesures correspondant a cet essai. Pour 1' 
rotor bloque (g± — 1) sous tension reduite, il est courant de negliger le courant 
parcourant l'inductance magnetisante et les pertes fer. On peut alors ecrire 
les puissance actives et reactives : 



Pb — 3(i2 s + R2)h 
Qb = 3Xj.Ii, 



2 (9.53) 



avec Qb = a/ (3Vbh) 2 — Pb 2 - Les parametres inconnus sont alors determines 
par : 



Ro j? b O Rq 

X % ( 9 - 54 ) 

On peut se passer de l'hypothese precedente correspondant a negliger les 
effets du circuit magnetique au prix de calculs legerement plus compliques. 
Cela s'avere necessaire pour tenir compte d'une mesure a glissement nominal. 
Une maniere elegante d'ecrire les resultats consiste a ecrire les calculs en 
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complexe. Soit Z_ x l'impedance equivalente determined a partir des mesures. 
Le modele s'ecrit : 

Z l =R s + j , \ i (9.55) 

jX m + R f + R 2 /gi+jX r 

ce qui donne : 

— + jX r = l \ — (9.56) 

91 Z b -R s jX m R f 

Apres avoir calcule le terme de droite, il suffit alors de prendre les parties 
reelle et imaginaire pour isoler respectivement Ri et X r . Pour la determination 
de Z_ 1: on peut utiliser les relations V\ — Z\I\ pour determiner le module et 
P = 3Vi/i cos(0i) avec <f>i = arg(Z 1 ) pour determiner l'argument. 



Annexe A 

Historique de Pelectricite 



- Andre-Marie AMPERE, Lyon 1775, Marseille 1836. Fondateur de la 
theorie de relectromagnetisme. Un des premiers a utiliser la notion de 
tension et de courant. Inventeur, avec Arago, de l'electroaimant. On lui 
doit la regie d'orientation du champ magnetique connue sous le nom 
du bonhomme d' Ampere. 

- Peter BARLOW, Norwich 1776, Woolwich 1862. Inventeur de la roue 
de Barlow, prototype du moteur a courant, en 1828. 

- Augustin FRESNEL, Chambras (aujourd'hui Broglie) 1788, Villes d'Avray 
1827. Travaux en optiques appliques par la suite a relectromagnetisme. 

- Georg Simon OHM, Erlangen 1789, Munich 1854. A enonce la loi qui 
porte son nom (loi d'Ohm) en 1827, permettant ainsi une reunion 
de deux domaines jusqu'alors distincts : celui des courants (ou de la 
magnetostatique) et celui des tensions (ou de l'electrostatique). 

- Michael FARADAY, Newington, Surrey (aujourd'hui Southwark) 1791, 
Hampton Court 1867. II decouvrit le principe de production de tra- 
vail a partir de courant electrique et de champ magnetique, a la base 
des moteurs electriques. II decouvrit en 1831 le principe de l'induction 
magnetique. 

- Heinrich Friedrich Emil LENZ (Dorpat, aujourd'hui Tartu, Estonie 
1804-Rome 1865). II enonga la loi qui porte son nom en 1834 selon 
laquelle les courants induits d'opposent a la cause qui leur donne nais- 
sance. 

- Leon FOUCAULT (1819-1868) est connu pour ses travaux sur la vitesse 
de la lumiere, le gyroscope et les telescopes. On a retenu de lui son 
celebre pendule. On lui doit la machine d'induction qui porte son nom 



91 



ANNEXE A. HISTORIQUE DE L'ELECTRICITE 



en 1855 et qui est l'ancetre du frein a courant de Foucault. En France, 
on qualifie les courants induits de courants de Foucault. 
James Prescott JOULE, Salford (GB) 1818, Sale (GB) 1889. II imagine 
un moteur electrique en 1838. En 1840, il met en evidence le phenomene 
de saturation magnetique. En 1841, il enonce la loi qui porte son nom 
qui exprime la puissance dissipee comme le rpoduit de la resistance par 
le carre du courant. 

Werner VON SIEMENS, Lenthe 1816, Hanovre 1892. II est le premier 
a avoir invente des solutions pour la commande a vitesse variable des 
moteurs a courant continu, technologie appliquee, par exemple, dans 
un assenceur qu'il a propose en 1880. En 1866, il donne le principe de 
la dynamo. 

Gustav Robert KIRCCHOFF, Konisberg 1824, Berlin 1887. Enoncia- 
teur des lois qui portent son nom : loi des nceuds et loi des mailles. 
James Clerk MAXWELL, Edimbourg 1831, Cambridge 1879. Pere de 
la theorie generale du champ electromagnetique en 1864 connue sous le 
nom d' equations de Maxwell. II identifia la lumiere a une onde electroma- 
gnetique. 

Nikolas TESLA, Smiljan 1856, New- York 1943. II concut le premier 
moteur asynchrone (1888). II effectua le premier transport d'energie 
electrique en courant triphase (175 km, 1891). II proposa la technique 
du couplage en etoile. 
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B.l Ouvrages 

- Electrotechnique (2eme edition). Jean-Paul Bouchard, Guy Olivier. 
Presses internationales polytechniques, 1999. Ouvrage complet depassant 
le programme de seconde annee de licence, mais ou vous pouvez trou- 
ver des informations sur les bases (circuits electriques et magnetiques) 
ainsi que sur les moteurs. Contient des exercices dont les solutions sont 
fournies. 

- Genie electrotechnique. R. Merat, R. Moreau, L. Allay, J. P. Dubois, J. 
Lafargue, R. le Goff. Collection Etapes, Nathan, 1997. Ouvrage complet 
et simple correspondant bien au programme et contenant de nombreux 
exercices corriges. 

- Introduction a l'electrotechnique. F. de Coulomb, M. Jufer. Traite d'electricite, 
d'electronique et d'electrotechnique, Presses polytechniques romandes, 
1984. Ouvrage general presentant notamment l'etude des circuits electriques 
et des circuits magnetiques. Contient un chapitre sur les nombres com- 
plexes. Attention, comme pour tous les ouvrages suisses, les tensions 

sont notees avec des Heches inversees par rapport aux conventions 
frangaises. 

- Physique appliquee Terminale STL R. le Goff, J. Lafargue, T. Lecou- 
rieux. Nathan Technique, 1998. Ouvrage de niveau element aire mais 
complet et contenant des exercices resolus. N'hesitez pas a le consulter 
en cas de difficultes ou pour vous rappeler les bases. 

- Electronique Electrotechnique - Exercices avec solutions. M. Bornand. 
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Vuibert 1973. Recueil complet d'exercices corriges, notamment sur les 
circuits electriques, les circuits magnetiques et les machines electriques. 

B.2 Sites Internet 

N'hesitez pas a utiliser votre moteur de recherche prefere pour trouver sur 
internet les nombreuses ressources que des enseignants ou autres profession- 
nels ont mises en ligne. A titre indicatif, void un certain nombre d'adresses. 

- Centre de ressources en electrotechnique. http : / /www. iufmrese.cict.fr/ 
index.htm. Contient des contributions de differents auteurs. 

- Site personnel de Xavier Cotton, http : / /www. multimania.com/xcotton/ 
electron/coursetdocs.htm. contient de nombreux liens vers des cours, 
des exercices, des animations. 

- Ken Berringer, de Motorola, http :/ /mot-sps. com/motor/tutorial/, contient 
des animations expliquant le principe des moteurs electriques (en an- 
glais). 

- Electrotechcity. http :/ /www. multimania.com/electrotechcity/. site consacre 
a l'electrotechnique, contient des cours. 

- Page de vote enseignant contenant des examens des annees precedentes 
avec elements de correction sur http : / /eavr. u-strasbg.fr/perso/edouard/ 
Student/ 



